1 SIGNIFICANCE LEVELS FOR MULTIPLE TESTS

by

2 3 SERGIU HART AND BENJAMIN WEISS

Abstract

Let X , ..., X be n random variables, with cumulative 1 n distribution functions F , ..., F . Define ξ := Φ (Ξ ) ϕορ αλλ 1 ν ι ι ι (1) (ν) ι, ανδ λετ ξ ≤ ... ≤ ξ βε τηε ορδερ στατιστιχσ οϕ τηε (ξ ) . Λετ α ≤ ... ≤ α βε ν νυμβερσ ιν τηε ιντερϖαλ [0,1]. Ωε ι ι 1 ν (ι) σηοω τηατ τηε προβαβιλιτψ οϕ τηε εϖεντ Ρ := {ξ ≤ α ϕορ αλλι 1 ≤ ι ≤ ν}) ισ ατ μοστ μιν {να /ι}. Μορεοϖερ, τηισ βουνδ ισ ι ι εξαχτ: ϕορ ανψ γιϖεν ν μαργιναλ διστριβυτιονσ (Φ ) , τηερει ι εξιστσ α φοιντ διστριβυτιον ωιτη τηεσε μαργιναλσ συχη τηατ τηε προβαβιλιτψ οϕ Ρ ισ εξαχτλψ μιν {να /ι}. Τηισ ρεσυλτ ισ υσεδ ιν ι ι αναλψζινγ τηε σιγνιϕιχανχε λεϖελ οϕ μυλτιπλε ηψποτηεσεσ τεστινγ. Ιν παρτιχυλαρ, ιτ ιμπλιεσ τηατ τηε Ρ←γερ τεστσ δομινατε αλλ τεστσ ωιτη ρεφεχτιον ρεγιονσ οϕ τψπε Ρ ασ αβοϖε.

----------------------------------------------------------------------------------- 1March 1996. Most of these results are from 1992. We thank Robert J. Aumann, Yoav Benjamini, Gerhard Hommel, Yossef Hochberg and Ester Samuel-Cahn, for useful comments. 2Department of Mathematics; Department of Economics; and Center for Rationality and Interactive Decision Theory, The Hebrew University of Jerusalem, Feldman building, Givat-Ram, 91904 Jerusalem, Israel.

E-mail: hart@math.huji.ac.il.
3Department of Mathematics,The Hebrew Universityof Jerusalem,Givat-Ram,

91904 Jerusalem,Israel.
E-mail: weiss@math.huji.ac.il.

            SIGNIFICANCE LEVELS FOR MULTIPLE TESTS

                                   by

                SERGIU HART AND BENJAMIN WEISS

     Let X , X , ...,X be n random variables,with cumulativedistribution
          1 2 n
                                                              (1) (2)
functionsF , F , ...,F . Define ξ := Φ (Ξ ) ϕορ αλλ ι, ανδ λετ ξ ≤ ξ

1 2 ν ι ι ι (ν) ≤ ... ≤ ξ βε τηε ορδερ στατιστιχσ οϕ τηε (ξ ) . Λετ α ≤ α ≤ ... ≤ α βε ι ι 1 2 ν ν νυμβερσ ιν τηε ιντερϖαλ [0,1], ανδ χονσιδερ τηε εϖεντ

(ι) Ρ := {ξ ≤ α ϕορ αλλ 1 ≤ ι ≤ ν}. (1) ι

Φορ ν = 2, τηισ εϖεντ ισ δεπιχτεδ ιν Φιγυρε 1 (ασ τηε χορρεσπονδινγ δαρκ αρεα). Τηε προβλεμ ισ το εϖαλυατε τηε προβαβιλιτψ οϕ Ρ, ϕορ αρβιτραρψ φοιντ διστριβυτιον οϕ τηε Ξ ∋σ.ι

Εϖεντσ οϕ τηισ κινδ αρισε ιν ∀μυλτιπλε ηψποτηεσεσ τεστινγ∀ (σεε, ε.γ., Βονϕερρονι [1936], Ρ←γερ [1978], Ηομμελ [1983], Ηοχηβεργ ανδ Ηομμελ [1996]). Τηε σετυπ ισ ασ ϕολλοωσ: Τηερε αρε ν στατιστιχαλ τεστσ, ωιτη νυλλ ηψποτηεσεσ Η ανδ αλτερνατιϖεσ Η (ϕορ ι = 1, ..., ν), ρεσπεχτιϖελψ. Τηε τεστ 0ι 1ι στατιστιχσ αρε τηε ρανδομ ϖαριαβλεσ Ξ , ..., Ξ . Τηε τεστσ αρε αππλιεδ το τηε 1 ν σαμε δατα, βυτ τηε δεπενδενχε βετωεεν τηεμ ισ νοτ κνοων. Λετ Η := n H be the null hypothesis that is the conjunction of the n 0 i=1,...,n 0i null hypotheses. The problem is to construct an "overall test" for H that0 combines the n tests, i.e., it is based on the rejection regions of the n individual tests. Since H is not a simple hypothesis, the significance level 0 α οϕ α τεστ ωιτη ρεφεχτιον ρεγιον Ρ ισ δεϕινεδ ασ τηε ωορστ−χασε προβαβιλιτψ οϕ τψπε Ι ερρορ; ι.ε., α(Ρ) := συπ Π (Ρ), ωηερε Θ ισ τηε σετ οϕ αλλ θ∈Θ θ 0 0 προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ τηατ αρε χονσιστεντ ωιτη Η . Ιν τηε σετυπ αβοϖε, 0 ωηερε Η ισ τηε ιντερσεχτιον οϕ τηε Η ∋σ, τηε σετ Θ χονταινσ αλλ τηε φοιντ 0 0ι 0 διστριβυτιονσ ωιτη μαργιναλσ Φ , ..., Φ .1 ν

Α ρεφεχτιον ρεγιον Ρ οϕ τψπε (1) μεανσ τηατ Η ισ ρεφεχτεδ ιϕ τηε ν τεστ 0 στατιστιχσ αρε μορε σιγνιϕιχαντ τηαν α , α , ..., α , ρεγαρδλεσσ οϕ ωηιχη τεστ 1 2 ν ηασ πασσεδ ωηιχη σιγνιϕιχανχε λεϖελ.

Ασσυμε τηατ αλλ τηε α ∋σ αρε ποσσιβλε ϖαλυεσ οϕ εαχη Φ (τηισ χλεαρλψ φ ι ηολδσ ϕορ χοντινυουσ διστριβυτιονσ, ανδ, ιϕ τηερε αρε ατομσ, ασσυμε τηεψ αρε ∀σπλιτ∀ αχχορδινγλψ; ρεχαλλ τηατ τηεσε ρανδομ ϖαριαβλεσ ρεπρεσεντ στατιστιχαλ τεστσ); τηυσ Π(ξ ≤ α ) = α ϕορ αλλ ι, φ. ι φ φ

ν α (ι) ι Τηεορεμ: Π({ξ ≤ α ϕορ αλλ 1 ≤ ι ≤ ν}) ≤ μιν -------------------. i i 1≤ι≤ν Μορεοϖερ, τηισ βουνδ ισ εξαχτ: ϕορ ανψ ν μαργιναλ διστριβυτιονσ (Φ ) , τηερε εξιστσ α φοιντ ι ι=1,...,ν διστριβυτιον Π ωιτη τηεσε μαργιναλσ συχη τηατ τηε ινεθυαλιτψ βεχομεσ αν εθυαλιτψ.

Ιν τερμσ οϕ τηε μυλτιπλε τεστ προχεδυρε δισχυσσεδ αβοϖε, τηε ρεσυλτ ισ τηατ τηε σιγνιϕιχανχε λεϖελ οϕ Ρ ασ δεϕινεδ ιν (1) ισ α(Ρ) = μιν {να /ι}.ι ι Εθυιϖαλεντλψ, τηε π−ϖαλυε π οϕ α τεστ οϕ τψπε (1) μαψ βε εξπρεσσεδ ασ α ϕυνχτιον οϕ τηε π−ϖαλυεσ π , π , ..., π οϕ τηε ν ινδιϖιδυαλ τεστσ, ναμελψ π = 1 2 ν μιν {νπ /ι}. ι ι

Ωε χομε νοω το αν ιντερεστινγ Χορολλαρψ οϕ τηε Τηεορεμ. Χονσιδερ τωο 1 2 1 τεστσ ωιτη ρεφεχτιον ρεγιονσ Ρ ανδ Ρ , ρεσπεχτιϖελψ. Ωε σαψ τηατ Ρ ισ 2 1 2 1 2 (ωεακλψ) δομινατεδ βψ Ρ ιϕ α(Ρ ) = α(Ρ ) ανδ Ρ ⊂ Ρ ; τηυσ τηε τωο τεστσ ηαϖε τηε σαμε σιγνιϕιχανχε λεϖελ, βυτ τηε προβαβιλιτψ οϕ τψπε ΙΙ ερρορ ισ 1 2 αλωαψσ ατ λεαστ ασ ηιγη ϕορ Ρ τηαν ϕορ Ρ . Φορ εαχη ι = 1, ..., ν ανδ εαχη α (ι) ιν (0,1), δεϕινε Ρ := {ξ ≤ ια/ν}; ι.ε., ατ λεαστ ι αμονγ ξ , ..., ξ ι,α 1 ν αρε ≤ ια/ν. Νοτε τηατ Ρ οβταινσ βψ τακινγ α = ια/ν ϕορ φ ≤ ι ανδ α = 1 ι,α φ φ ϕορ φ > ι ιν (1). Τηε Ρ αρε τηε Ρ←γερ [1978] τεστσ. ι,α

Χορολλαρψ: Λετ Ρ βε τηε ρεφεχτιον ρεγιον οϕ α τεστ οϕ τψπε (1), ωιτη σιγνιϕιχανχε λεϖελ α = α(Ρ). Τηεν τηερε εξιστσ αν ιντεγερ ι, 1 ≤ ι ≤ ν, συχη τηατ Ρ ισ δομινατεδ βψ Ρ .ι,α

Προοϕ: Λετ ι βε συχη τηατ τηε μινιμυμ ιν τηε ϕορμυλα ϕορ α(Ρ) ισ ατταινεδ ατ ι, ι.ε., α = α(Ρ) = να /ι; τηυσ α = ια/ν. Βψ τηε ρεσυλτ οϕ τηε ι ι

Τηεορεμ, ονε χαν ινχρεασε α ϕορ αλλ φ ≠ ι ωιτηουτ ινχρεασινγ τηε σιγνιϕιχανχε φ 4 λεϖελ; τηε λαργεστ σετ ισ τηυσ οβταινεδ βψ τακινγ α = α = ια/ν ϕορ φ < ι φ ι ανδ α = 1 ϕορ φ > ι −− ωηιχη ψιελδσ πρεχισελψ Ρ . 44444 j i,α

5 Τηυσ, ϕορ εαχη α τηερε αρε εξαχτλψ ν τεστσ οϕ τψπε (1) το χονσιδερ, ναμελψ τηε Ρ←γερ [1978] τεστσ Ρ . Νοτε τηατ Ρ ισ τηε Βονϕερρονι [1936] ι,α 1,α τεστ −− ρεφεχτ ιϕ ατ λεαστ ονε οϕ τηε ξ ισ ≤ α/ν −− ανδ τηατ τηε Σιμεσ [1986] ι 6 τεστ ισ τηε υνιον u R of all the R . i=1,...,n i,α ι,α

Ωε χομε νοω το τηε προοϕ οϕ τηε Τηεορεμ. Α ϕεω νοτατιονσ ϕιρστ: Πυτ Ι := {1, 2, ..., ν} ανδ ϑ := {1, 2, ..., ν+1}. Ιτ ωιλλ βε χονϖενιεντ το δεϕινε α := 0 ανδ α := 1, ανδ δ := α − α ϕορ αλλ ι ∈ ϑ. Παρτιτιον 0 ν+1 ι ι ι−1 [0,1] ιντο ν+1 δισφοιντ ιντερϖαλσ Δ := [0,α ], Δ := (α ,α ], ..., 1 1 2 1 2 Δ := (α ,α ], ..., Δ := (α ,1]. Δεϕινε ρανδομ ϖαριαβλεσ Ψ , Ψ , ..., Ψ φ φ−1 φ ν+1 ν 1 2 ν βψ Ψ = φ ωηενεϖερ ξ ∈ Δ , ανδ πυτ Ψ := (Ψ ) . Νοτε τηατ τηε εϖεντ Ρ ισ ι ι φ ι ι∈Ι αχτυαλλψ δεϕινεδ ιν τερμσ οϕ Ψ.

Ι Προοϕ οϕ Τηεορεμ: Φορ εαχη ϖεχτορ ψ = (ψ ) ιν ϑ , ωριτε π(ψ) ϕορ τηε ι ι∈Ι προβαβιλιτψ Π(Ψ = ψ). Δενοτε βψ Θ τηε σετ οϕ αλλ ϖαλυεσ οϕ Ψ χορρεσπονδινγ το τηε εϖεντ Ρ; ι.ε., ψ βελονγσ το Θ ιϕ, ϕορ εαχη φ = 1, 2, ..., ν (νοτε:

----------------------------------------------------------------------------------- 4Recall that 0 ≤ α ≤ α ≤ ... ≤ α ≤ 1. 1 2 ν 5Ιτ ισ χλεαρ τηατ τηε Ρ ϕορ διϕϕερεντ ι δο νοτ δομινατε ονε ανοτηερ. ι,α 6Τηε σιγνιϕιχανχε λεϖελ οϕ τηε Σιμεσ τεστ ισ α (1 + 1/2 + ... + 1/ν), ασ σηοων βψ Ηομμελ [1983].

φ ≤ ν), τηερε αρε ατ λεαστ φ ινδιχεσ ι συχη τηατ ψ ≤ φ. Τηυσ τηε υππερ βουνδ ι οϕ Τηεορεμ 1 ισ οβταινεδ ϕρομ τηε ϕολλοωινγ Λινεαρ Προγραμμινγ προβλεμ

s maximize p(y), subject to: t y∈Θ s p(y) = δ ϕορ αλλ ι ∈ Ι ανδ φ ∈ ϑ, (ΛΠ) t j y s.t. y =ji p(y) ≥ 0 ϕορ αλλ ψ.

Τηε δυαλ οϕ (ΛΠ) ισ

s s minimize δ λ , συβφεχτ το: t t j i,j i∈Ι φ∈ϑ s λ ≥ 1 ϕορ αλλ ψ ∈ Θ, (ΔΛΠ) t i,yi i∈Ι s λ ≥ 0 ϕορ αλλ ψ ∉ Θ. t i,yi i∈Ι

Ωε ωιλλ σηοω τηατ τηε οπτιμαλ ϖαλυε οϕ (ΔΛΠ) −− ανδ τηυσ αλσο οϕ (ΛΠ) −− ισ ινδεεδ μιν {να /ι}. Φιρστ, νοτε τηατ ιϕ λ = (λ ) ισ ϕεασιβλε ιν ι ι ι,φ ι∈Ι,φ∈ϑ (ΔΛΠ), τηεν, ϕορ ανψ περμυτατιον π οϕ Ι, λ′ := (λ ) ισ αλσο π(ι),φ ι∈Ι,φ∈ϑ ϕεασιβλε ιν (ΔΛΠ). Μορεοϖερ, τηε ϖαλυε οϕ τηε οβφεχτιϖε ϕυνχτιον ισ τηε σαμε ϕορ λ′ ασ ϕορ λ. Αϖεραγινγ οϖερ αλλ περμυτατιονσ π οϕ Ι ιμπλιεσ τηατ ωε χαν ασσυμε ωιτηουτ λοσσ οϕ γενεραλιτψ τηατ λ ισ ∀σψμμετριχ∀, ι.ε. λ = μ ϕορι,φ φ αλλ ι ∈ Ι ανδ φ ∈ ϑ. Τηυσ (ΔΛΠ) βεχομεσ

s minimize n δ μ, συβφεχτ το: t j j j∈ϑ s μ ≥ 1 ϕορ αλλ ψ ∈ Θ, (ΔΛΠ′) t yi i∈Ι s μ ≥ 0 ϕορ αλλ ψ ∉ Θ. t yi i∈Ι

Λετ μ = (μ) βε αν οπτιμαλ ποιντ ϕορ (ΔΛΠ′); ρεχαλλ τηατ αλλ τηε δ φ φ∈ϑ φ αρε νον−νεγατιϖε. Ωε ηαϖε: (1) μ ≥ 1/ν (τηε ϖεχτορ ψ = (1, 1, ..., 1) βελονγσ το Θ). 1 (2) μ ≥ 0 ϕορ αλλ φ ∈ ϑ (τηε ϖεχτορ ψ = (φ, φ, ..., φ) δοεσ νοτ βελονγ φ το Θ ωηεν φ ≥ 2). 7 (3) Ωιτηουτ λοσσ οϕ γενεραλιτψ , μ = 0 (ινδεεδ, μ δοεσ νοτ αππεαρ ν+1 ν+1 ιν τηε χονστραιντσ ϕορ ψ ∈ Θ; βψ (2), δεχρεασινγ μ το 0 δοεσ νοτ ϖιολατε ν+1 τηε χονστραιντσ ϕορ ψ ∉ Θ, ανδ χαν ονλψ δεχρεασε τηε ϖαλυε οϕ τηε οβφεχτιϖε ϕυνχτιον). (4) Ωιτηουτ λοσσ οϕ γενεραλιτψ, μ ≥ μ ϕορ αλλ φ ∈ ϑ, φ ≤ ν (λετ φ βε φ φ+1 τηε ηιγηεστ ινδεξ συχη τηατ μ < μ ; πυτ μ′ := μ ανδ μ′ := μ ϕορ κ ≠ φ, φ φ+1 φ+1 φ κ κ τηεν μ′ ισ αλσο ϕεασιβλε −− ιϕ ψ βελονγσ το Θ ανδ, ϕορ σομε ι, ωε ηαϖε ψ =ι

----------------------------------------------------------------------------------- 7If δ > 0 τηεν νεχεσσαριλψ μ = 0; ιϕ δ = 0, τηεν μ μαψ βε τακεν ν+1 ν+1 ν+1 ν+1 το βε 0. Σιμιλαρλψ ϕορ τηε ϕολλοωινγ στατεμεντσ.

φ+1, τηεν ψ′ βελονγσ το Θ τοο, ωηερε ψ′ := φ ανδ ψ′ := ψ ϕορ κ ≠ ι −− ανδ, ι κ κ αγαιν, τηε ϖαλυε οϕ τηε οβφεχτιϖε ϕυνχτιον χουλδ ηαϖε ονλψ δεχρεασεδ). ν (5) Ωιτηουτ λοσσ οϕ γενεραλιτψ, ∑ μ = ∑ μ = 1 (τηε ϖεχτορ ψ = φ∈ϑ φ φ=1 φ ν (1, 2, ..., ν) βελονγσ το Θ, τηερεϕορε ∑ μ ≥ 1; βψ (4), τηισ ινεθυαλιτψ φ=1 φ ιμπλιεσ τηατ τηε χονστραιντσ ϕορ αλλ ψ ιν Θ αρε σατισϕιεδ; ιϕ τηε ινεθυαλιτψ ωερε στριχτ, ωε χουλδ τηερεϕορε δεχρεασε σομε οϕ τηε μ∋σ, ρεμαιν ϕεασιβλε ανδ φ δεχρεασε τηε οβφεχτιϖε ϕυνχτιον). (6) Ωιτηουτ λοσσ οϕ γενεραλιτψ, μ ισ α χονϖεξ χομβινατιον οϕ τηε ν ι ι ϖεχτορσ {μ } , δεϕινεδ βψ μ := ( 1/ι, 1/ι, ..., 1/ι, 0, 0, ..., 0 ) ι∈Ι 9=========================== [===========================

09====================

[==================== 0 i n+1-i i (indeed, μ = ∑ ι(μ − μ ) μ ). ι∈Ι ι ι+1

Τηερεϕορε τηε μινιμαλ ϖαλυε οϕ (ΔΛΠ′) ισ οβταινεδ ασ τηε μινιμυμ οϖερ τηε ι ποιντσ {μ } , ηενχε ιτ εθυαλσ μιν {ν ∑ δ /ι} = μιν {να /ι}, ασ ι∈Ι ι∈Ι φ≤ι φ ι∈Ι ι χλαιμεδ.

Το χομπλετε τηε προοϕ, ονε νεεδσ το εξηιβιτ, ϕορ ανψ γιϖεν μαργιναλσ (Φ ) , α φοιντ διστριβυτιον ωηερε τηε βουνδ ισ ατταινεδ. Τηισ ισ δονε ασ ι ι∈Ι ϕολλοωσ: Λετ π∗ = (π∗(ψ)) βε αν οπτιμαλ ποιντ ϕορ τηε πριμαλ προβλεμ (ΛΠ). ψ Τηισ δετερμινεσ τηε διστριβυτιον οϕ Ψ, βψ Π(Ψ = ψ) := π∗(ψ) ϕορ αλλ ψ. Δεϕινε τηε Ξ ∋σ το βε χονδιτιοναλλψ ινδεπενδεντ γιϖεν Ψ, σπεχιϕιχαλλψ Π(Ξ ≤ ξ ϕορ ι ι ι 8 αλλ ι 1 Y = y) := p P(X ≤ ξ ανδ ξ ∈ Δ ) / δ ϕορ αλλ ψ. Ιτ χαν νοω ι∈Ι ι ι ι ψ ψι ι -----------------------------------------------------------------------------------

8Note that the i’th term in the product equals (F (x )-α )/(α −α ) ιϕ ι ι ψ −1 ψ ψ −1 ι ι ι Φ (ξ ) ∈ Δ , ιτ ισ 0 ιϕ Φ (ξ ) ≤ α ανδ 1 ιϕ Φ (ξ ) ≥ α . ι ι ψ ι ι ψ −1 ι ι ψ ι ι ι βε χηεχκεδ τηατ, ινδεεδ, Π(ξ ∈ Δ ϕορ αλλ ι) = π∗(ψ) ϕορ αλλ ψ, ανδ τηατ τηε ι ψι μαργιναλ οϕ εαχη Ξ ισ πρεχισελψ Φ . 44444 i i

A few remarks are now in order.

Remarks: (i) The inequality P(R) ≤ μιν {να /ι} ϕολλοωσ διρεχτλψ ϕρομ ι ι Ρ ⊂ Ρ ανδ Π(Ρ ) ≤ νβ/ι ϕορ αλλ β ανδ αλλ ι. Τηε προβαβιλιστιχ ι,α ι,β ι κ ινεθυαλιτψ ισ προϖεδ ασ ϕολλοωσ: Λετ Β := {ξ ≤ β} ανδ Ε := {εξαχτλψ κ οϕ φ φ τηε {Β } }, τηεν φ φ∈Ι ν ν ν s s s s 1 = k 1 ≥ κ 1 ≥ ι 1 = ι 1 . κ κ κ t B t E t E t E R j i,β φ∈Ι κ=1 κ=ι κ=ι

Ηερε 1 δενοτεσ τηε ινδιχατορ ϕυνχτιον οϕ τηε εϖεντ Χ; τηε ϕιρστ εθυαλιτψ ισ Χ κ δυε το τηε ϕαχτ τηατ εαχη ποιντ ιν Ε ισ χουντεδ εξαχτλψ κ τιμεσ ιν τηε λεϕτ− μοστ συμ. Τηερεϕορε

s i P(R ) ≤ Π(Β ) = ν β. ι,β t j j∈Ι

(ιι) Τηε λινεαρ προγραμμινγ αππροαχη ισ νεεδεδ το προϖε τηε εξαχτνεσσ οϕ τηε βουνδ ϕορ αρβιτραρψ μαργιναλσ (Φ ) . Ιϕ αλλ τηε μαργιναλ διστριβυτιονσ ι ι αρε χοντινυουσ, τηυσ αλλ τηε ξ αρε υνιϕορμλψ διστριβυτεδ ον [0,1], α φοιντ ι διστριβυτιον Π ωιτη Π(Ρ) = μιν {να /ι} μαψ βε εξπλιχιτλψ χονστρυχτεδ ασ ι ι ϕολλοωσ: Πυτ γ := μιν {α /ι}. Λετ Δ βε α ονε−διμενσιοναλ ∀διαγοναλ∀ ιν ι ι 0 ν [0,1] οϕ λενγτη 1−νγ:

ν Δ := {ξ = (ξ ) ∈ [0,1] 1 x = nγ + τ ϕορ αλλ ι ∈ Ι, τ ∈ [0,1−νγ)}. 0 ι ι∈Ι ι

Φορ εαχη περμυτατιον π οϕ Ι, λετ Δ(π) βε α διαγοναλ οϕ λενγτη γ:

ν Δ(π) := {ξ = (ξ ) ∈ [0,1] 1 x = (π(ι)−1)γ + τ ϕορ αλλ ι ∈ Ι, τ ∈ [0,γ)}. ι ι∈Ι ι

Ωε τηεν πυτ προβαβιλιτψ μασσ 1−νγ ον Δ ανδ, ϕορ εϖερψ ονε οϕ τηε ν! 0 περμυτατιονσ π, μασσ γ/(ν−1)! ον Δ(π); τηε μασσ ισ υνιϕορμλψ σπρεαδ οϖερ εαχη ονε οϕ τηεσε διαγοναλσ. Ιτ ισ νοω εασψ το χηεχκ τηατ τηε ρεσυλτινγ ν προβαβιλιτψ διστριβυτιον Π ον [0,1] ηασ υνιϕορμ μαργιναλσ, ανδ τηατ Π(Ρ) = Π(u Δ(π)) = νγ. π

Τηισ χονστρυχτιον ηοωεϖερ βρεακσ δοων ιϕ τηερε αρε ατομσ (ρεχαλλ τηατ ωε ηαϖε ασσυμεδ τηατ τηε ποσσιβλε ϖαλυεσ οϕ εαχη ξ ονλψ ινχλυδε τηε α −− βυτ ι φ νοτ νεχεσσαριλψ τηε μυλτιπλεσ οϕ γ υσεδ αβοϖε).

(ιιι) Ονε μαψ χονσιδερ οτηερ τψπεσ οϕ ρεφεχτιον ρεγιονσ. Φορ ινστανχε, (ι) Ρ′ := {ξ ≤ α ϕορ σομε ι}. Συχη τεστσ ηαϖε βεεν χονσιδερεδ βψ Ηομμελ ι [1983], Σιμεσ [1986], Ρ∇ημελ ανδ Στρειτβεργ [1987], Ηοχηβεργ [1988], ανδ ν οτηερσ. Τηε σιγνιϕιχανχε λεϖελ ισ α(Ρ′) = μιν {∑ ν(α −α )/ι, 1} −− σεε ι=1 ι ι−1 Ηομμελ [1983]. Ονε μαψ αγαιν υσε τηε λινεαρ προγραμμινγ αππροαχη το οβταιν τηισ βουνδ. Ηοωεϖερ, ϕορ συχη Ρ′ τηε διρεχτ προοϕ (παραλλελ το (ι) ανδ (ιι) αβοϖε) ωορκσ. Στιλλ, ιϕ αδδιτιοναλ λινεαρ χονστραιντσ ωερε αδδεδ (ωηιχη εξπρεσσ ρεστριχτιονσ ον τηε σετ οϕ διστριβυτιονσ ιν Η ), τηεν τηε λινεαρ 0 προγραμμινγ αππροαχη μαψ βε υσεϕυλ.

(ιϖ) Ουρ ρεσυλτ ιμπλιεσ α λοωερ βουνδ ϕορ τηε προβαβιλιτψ οϕ τηε 9 ρεφεχτιον ρεγιον Ρ′ (χϕ. (ιιι) αβοϖε). Ινδεεδ, Ρ ϕορ (−Ξ ) ισ εσσεντιαλλψ ι ι τηε χομπλεμενταρψ εϖεντ οϕ Ρ′ϕορ (Ξ ) . Τηερεϕορε, ι ι

ν (1 − α ) (ι) ν+1−ι Π({ξ ≤ α ϕορ σομε ι}) ≥ 1 − μιν -------------------------------------------------------------- i i 1≤ι≤ν ν α − ν + ι ν+1−ι = μαξ ------------------------------------------------------------------------- . i 1≤ ι≤ν

Ιν τηε χασε οϕ Σιμεσ∋ τεστ, τηισ χαν βε σηοων το σιμπλιϕψ το

(ι) α Π({ξ ≤ ια/ν ϕορ σομε ι} ≥ μαξ { ------- , 1 - n(1-α) }. ν

Σιμιλαρλψ, τηε ρεσυλτ οϕ Ηομμελ [1983] ψιελδσ α λοωερ βουνδ ϕορ τηε ρεγιον Ρ ιν (1), ναμελψ,

ν α − α (ι) ν+2−ι ν+1−ι Π({ξ ≤ α ϕορ αλλ ι}) ≥ μαξ {1 − ν ∑ ---------------------------------------------------------------------

, 0}. i i i=1

-----------------------------------------------------------------------------------

9For i = 1, ..., n+1, define the intervals D′ := Δ ; τηυσ δ′ = δ ανδ ι ν+2−ι ι ν+2−ι α′ = 1 − α . ι ν+1−ι

Ονε ποσσιβλε υσε ϕορ τηεσε λοωερ βουνδσ ισ το εϖαλυατε τηε ποωερ οϕ τηε τεστσ. Ηοωεϖερ, τηισ ρεθυιρεσ τηε αλτερνατιϖε Η το βε οϕ α σπεχιαλ ϕορμ, ναμελψ, 1 τηατ αλλ τηε Ξ ∋σ αρε ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ υνδερ Η (ωιτη αν αρβιτραρψ ι 1 φοιντ διστριβυτιον; αχτυαλλψ, ιτ συϕϕιχεσ το ρεθυιρε τηατ, ϕορ εαχη θ ιν Η ,1 αλλ τηε προβαβιλιτιεσ Π (Ξ ≤ α ) δο νοτ δεπενδ ον ι). θ ι φ

Ρεϕερενχεσ

Βονϕερρονι, Χ. Ε. [1936], Τηεορια Στατιστιχα Χλασσι ε Χαλχολο δελλε Προβαβιλιτα, Πυββλ. Ρ. Ιντ. Συπερ. Σχι. Εχον. Χομμ. Φιρενζε 8, 1−62. Ηοχηβεργ, Ψ. [1988], Α Σηαρπερ Βονϕερρονι Προχεδυρε ϕορ Μυλτιπλε Τεστσ οϕ Σιγνιϕιχανχε, Βιομετρικα 75, 800−802. Ηοχηβεργ, Ψ. ανδ Ηομμελ, Γ. [1996], Σιμεσ∋ Τεστ ανδ Γενεραλιζατιονσ, Ενχψχλοπεδια οϕ Στατιστιχαλ Σχιενχεσ, Σ. Κοτζ ανδ Ν. Λ. ϑοηνσον (εδσ.), Ωιλεψ (ϕορτηχομινγ). Ηομμελ, Γ. [1983], Τεστσ οϕ τηε Οϖεραλλ Ηψποτηεσισ ϕορ Αρβιτραρψ Δεπενδενχε Στρυχτυρεσ, Βιομ. ϑ. 25, 423−430. Ρ∇ημελ, ϑ. ανδ Β. Στρειτβεργ [1987], Ζυρ Κονστρυκτιον γλοβαλερ Τεστσ, ΕΔς ιν Μεδιζιν υνδ Βιολογιε 18, 7−11. Ρ←γερ, Β. [1978], Δασ Μαξιμαλε Σιγνιϕικανζνιϖεαυ δεσ Τεστσ ∀Λεηνε Η αβ, ωενν0 κ υντερ ν γεγεβενεν Τεστσ ζυρ Αβλεηνυνγ ϕ←ηρεν∀, Μετρικα 25, 171−178. Σιμεσ, Ρ. ϑ. [1986], Αν Ιμπροϖεδ Βονϕερρονι Προχεδυρε ϕορ Μυλτιπλε Τεστσ οϕ Σιγνιϕιχανχε, Βιομετρικα 73, 751−754.