
úéìñøáéðåà úé÷ìç äøåãñ äöåá÷

øãñá äàååùäì íéðúéð íðéàù íéøáéà u, v ∈ A åéäéå ,úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ 〈A,<〉 éäú .é÷ìç øãñ úáçøäé÷ìç øãñ úáçøäé÷ìç øãñ úáçøä
.u <′ v -ù êëå < ìù äëùîä àåäù A ìò <′ é÷ìç øãñ íéé÷ .< é÷ìçä

íàå ,A ìò <′ àìî øãñì äëùîäì ïúéð A úéôåñ äöåá÷ ìò < é÷ìç øãñ ìë .àìî øãñì é÷ìç øãñ úëùîäàìî øãñì é÷ìç øãñ úëùîäàìî øãñì é÷ìç øãñ úëùîä
.u <′ v -ù êë <′ úà øåçáì øùôà æà < é÷ìçä øãñá äàååùäì íéðúéð íðéà u, v ∈ A

úåðåëð ìò úëîúñî àéä ììë êøãáå ,øúåé äù÷ äæ äø÷îì åúçëåä ìáà úéôåñðéà A äöåá÷ì íâ ïåëð äæ èôùî)
.(úåéôåñ úåöåá÷ì èôùîä

úéðåèåðåî úàø÷ð 〈B,<〉 úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ì 〈A,<〉 úé÷ìç äøåãñ äöåá÷î F äéö÷ðåô .úéðåèåðåî äéö÷ðåôúéðåèåðåî äéö÷ðåôúéðåèåðåî äéö÷ðåô
.äãøôä úéö÷ðåôäãøôä úéö÷ðåôäãøôä úéö÷ðåô úàø÷ð {0, 1} äöåá÷ì A-î úéðåèåðåî äéö÷ðåô .F (u) ≤ F (v) æà u < v íà u, v ∈ A ìëì íà
v < u ìëìå H(u) = 1 -ù êë A ìò H äãøôä úéö÷ðåô úîéé÷ A ìù u øáéàå A äøåãñ äöåá÷ ìëì .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî
íéðúéð íðéàù íéøáéà u, v ∈ A åéäéå ,úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ 〈A,<〉 éäú ,åðçëåäù äî øåàì ,ïëì .H(v) = 0

.H(v) = 1 -å H(u) = 0 -ù êë A ìò H äãøôä úéö÷ðåô úîéé÷ æà .< é÷ìçä øãñá äàååùäì
X-ì úåé÷ìç úåöåá÷ ìù W äöåá÷ àåä X-ì úåé÷ìç úåöåá÷ ìù äãù .ä÷éø àì äöåá÷ X éäú .úåöåá÷ ìù äãùúåöåá÷ ìù äãùúåöåá÷ ìù äãù
íéàøå÷å Y -á íâ íéðîñî åðà X \ Y úà .Y ∪ Z, Y ∩ Z,X \ Y ∈ W íâ Y, Z ∈ W ìëìå ∅ ∈ W -ù êë
êë Z ∈ W íéé÷ ∅ 6= Y ∈ W ìëì íà íéîåèà øñçíéîåèà øñçíéîåèà øñç àø÷ð úåöåá÷ ìù W äãù .Y ìù íéìùîä úàæ äöåá÷ì

.∅ 6= Z  Y -ù
ïåëéù úàø÷ð F .úåöåá÷ ìù B äãùì úé÷ìç äøåãñ A úéôåñ äöåá÷î úéðåèåðåî äéö÷ðåô F éäú .çååøî ïåëéùçååøî ïåëéùçååøî ïåëéù
ìëìù ïëéä ,ä÷éø äðéà F ∗(H) =

⋂
x∈A F (x)H(x) äöåá÷ä A ìò H äãøôä úéö÷ðåô ìëì íà B-á A ìù çååøî

úåðåù äãøôä úåéö÷ðåô J-å H íà .F ìù íéîåèàäF ìù íéîåèàäF ìù íéîåèàä úåàø÷ð F ∗(H) úåöåá÷ä .D0 = D -å D1 = D D ∈ B

H(u) = 1 -ù êë u ∈ A øáéà ,úåéììëä úìáâä àìì ,íéé÷ éë íéøæ F ∗(J) -å F ∗(H) íéîéàúîä íéîåèàä æà
.F ∗(J) ⊆ F (u) -å F ∗(H) ⊆ F (u) æàå ,J(u) = 0 -å

u, v ∈ A øåáòù çéëåäì éã úéðåèåðåî äéö÷ðåô F -ù ïååéëî .B-ì A-î çååøî ïåëéù F éäé .ïåëéù àåä çååøî ïåëéùïåëéù àåä çååøî ïåëéùïåëéù àåä çååøî ïåëéù
ìéòì åðéàøù äî éôì ,æà u 6≤ v éë çéðð .F ìù úåéëøò ãç ãçä úà íâ øøåâ äæ éë ,u ≤ v íâ æà F (u) ⊆ F (v) íà
.F (v) -ì äøæå F (u)-ì úé÷ìç F ∗(H) úàæ H øåáò .H(u) = 1 -å H(v) = 0 -ù êë H äãøôä úéö÷ðåô úîé÷

.åðúçðäì ãåâéðá ,F (v)-ì úé÷ìç äðéà F (u) ä÷éø äðéà F ∗(H)-ù ïåééëî
øñç B äãùá A ìù çååøî ïåëéù F éäé .w 6∈ A ,úéôåñ úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ A∪{w} éäú .çååøî ïåëéù úëùîäçååøî ïåëéù úëùîäçååøî ïåëéù úëùîä

.B-á A ∪ {w} ìù G çååøî ïåëéùì F úà êéùîäì øùôà æà .X-ì úåé÷ìç úåöåá÷ ìù íéîåèà
ìò øáãð øùàë .∅ 6= T ∗  T -ù êë T ∗ ∈ B-á ∅ 6= T ∈ B ìëì ,íéé÷ æà íéîåèà úøñç àéä B-ù ïååéëî .äçëåääçëåääçëåä
ìë úöåá÷ úà Q-á ïîñð .X àåä ÷éøä êåúéçäå ∅ àåä ÷éøä ãåçéàäù íéòáå÷ åðà B éøáéà ìù íéëåúéçå íéãåçà
øåøá .x > w øåáò H(x) = 1 -å x < w øåáò H(x) = 0 úåîéé÷îä H äãøôää úåéö÷ðåô øåáò F ∗(H) íéîåèàä
T = F ∗(H) ∈ Q -ì .øçà x ∈ A ìëì H(x) = 1 -å x < w ìëì H(x) = 0 é"ò äðåúðä úàæë úçà H úåçôì ùéù

.F (x)-ì øæ T ïëìå T ⊆ F (x) ïëìå H(x) = 0 íéé÷ x < w -å
.G(w) =

⋃
x<w F (x) ∪⋃

T∈Q T ∗ -å x ∈ A ìëì G(x) = F (x) é"ò A ∪ {w} ìò G úà øéãâð
ìá÷úî äæë T ìë éë S 6= T ∈ Q ìëì øæ àåäù ïáåîëå ,x < w íò F (x) ìëì øæ S æà S ∈ Q íà ,åðéàøù éôë

.G(w) ∩ S = S∗ æà S ∈ Q íà ïëì .T -ì é÷ìçä T ∗-ì äøæ S-ù éàãååáå ,äðåù H äãøôä úéö÷ðåôî
úåøéùé òáåð äæå ,F (x) ⊆ G(w) æà x < w íà éë çéëåäì éã êë íùì éë øåøá .úéðåèåðåî G éë úéùàø äàøð úòë
ãåçàä éáéëøî ãçà ìëù äàøð äðåøçàä äðòèä úà çéëåäì éãë .G(w) ⊆ F (y) æà y > w íàå ,G(w) úøãâäî
íéé÷ T ∈ Q -ì .F (x) ⊆ F (y) ïëìå x < w < y íéé÷ x < w -ì .F (y)-ì úé÷ìç äöåá÷ àåä G(w) úøãâäá

.T ∗ ⊆ T ⊆ F (y)1 = F (y) ïëì H(y) = 1 -ù ïååéëîå ,T =
⋂

x∈A F (x)H(x)

G∗(H) =
⋂

G(x)H(x) 6= éë çéëåäì åðéìò ,A∪{w} ìò äãøôä úéö÷ðåô H éäú .çååøî ïåëéù àéä G éë äàøð úòë
.íéø÷î äùåìùì ïåéãä úà ãéøôð .G∗(H) = F ∗(H) ∩G(w)H(w) éë øåøá .∅

ïëìå F ∗(H) ⊆ F (x) ⊆ G(w) æà-å H(w) = 1 éàãååá äæ äø÷îá .H(x) = 1 -ù êë x < w íéé÷ .à
.G∗(H) = F ∗(H) ∩G(w)H(w) = F ∗(H) 6= ∅

ïëìå F ∗(H) ⊆ F (y) ⊆ G(w) æà-å H(w) = 0 éàãååá äæ äø÷îá .H(y) = 0 -ù êë y > w íéé÷ .á

1



.G∗(H) = F ∗(H) ∩G(w)H(w) = F ∗(H) ∩G(w) = F ∗(H) 6= ∅
íéé÷ .S-á F ∗(H) úà ïîñð ,F ∗(H) ∈ Q äæ äø÷îá .H(y) = 1 y > w ìëìå H(x) = 0 x < w ìëì .â
ïëì .S ∩G(w) = S∗ ìéòì øëæðù éôë æà S ∈ Q -ù ïååéëî .G∗(H) = F ∗(H) ∩G(w)H(w) = S ∩G(w)H(w)

æà H(w) = 0 íàå ,G∗(H) = S ∩G(w)H(w) = S ∩G(w) = S∗ 6= ∅ æà H(w) = 1 íà
S \ S∗ 6= ∅ S∗ úøãâä éôìù ïååéëîå ,G∗(H) = S ∩ G(w)H(w) = S ∩ G(w) = S \ (S ∩ G(w)) = S \ S∗

.G∗(H) 6= ∅ ïëì
äöåá÷ ìë .íéîåèà øñç úåöåá÷ äãù B éäé .íéîåèà øñç úåöåá÷ äãùá äéðî úá úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ ïåëéùíéîåèà øñç úåöåá÷ äãùá äéðî úá úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ ïåëéùíéîåèà øñç úåöåá÷ äãùá äéðî úá úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ ïåëéù

.B-á ïåëéùì úðúéð äéðî úá A úé÷ìç äøåãñ
ïåëéù àéä Fn éòáè n ìëìù êë F0, F1, . . . úåéö÷ðåô úøãñ äéñøå÷øá øéãâð .A = {a0, a1, . . .} éäú .äçëåääçëåääçëåä

.B-á A ìù ïåëéù àåä íé-Fn-ä ìë ìù F ãåçàä .Fn ìù äëùîä äðä Fn+1-å B-á {a0, . . . , an−1} ìù çååøî
ìù Fn çååøîä ïåëéùä ïúðäá .

⋂
x∈∅ F (x) = X 6= ∅ éë çååøî ïåëéù àéä .ä÷éøä äéö÷ðåôä äéäú F0

ìù çååøî ïåëéù àéäù Fn ìù äëùîä úîéé÷ ìéòì çëåäù èôùîä éôì æà ,B-á {a0, . . . , an−1}
.B-á A ìù ïåëéù àåä

⋃
n∈ω Fn .Fn+1-á äæë ïåëéù ïîñð .B-á {a0, . . . , an−1, an}
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