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����� ��� ,�������� ������� ,������ ������� �� ����� ��� ,������� ������� ����� �� ����
.������� �������� ,���� ������� ������� ,������� ������� ��

�� �� ������ ,���������� ������� ��� �� ���� ����� ���� S ���� ��� ��� .���� ���� ������ ������ 4.1���� ���� ������ ������ 4.1���� ���� ������ ������ 4.1
.�� ����� ��� ������ �� r �������� ����� �� ���� ��� .���� �� ����

�� �� ������ x, y �� .��������������������� ���� ��� ����� ,����� ������ ��� ��� ���� ��� �� ������������ ���� S �� ����
.����� ���� ������ ������� ������� ,����� ,������ x · y -� x + y ,−x

.x = {x− 1 | x + 1} �� ������������ ���� x ���� .������ ������ 4.2������ ������ 4.2������ ������ 4.2
������ �� ���� ��� x ����� ������� ���� ������� ������ ��� ��� x− 1 < x < x + 1 ���� ����� ������

.x + 1 -� x− 1 ��� ���� ��� �������� �� ��� ���
.���� ��� ���� �� .� .���� 4.3���� 4.3���� 4.3

.x + 1 -� x− 1 ��� ��� ���� ���� �� ��� �� ���� ��� x �� .�
.��� ���� ��� ��� ���� ��� ���� ���� .�

.���� ��� ω
2 .�

.������� ����� �� ����� ���� �� ������� ������� ���� ,������ �� xy -� x+y ,−x �� �� ������ x, y �� .�
.'�2.51-� ����� .� '�2.37-� ����� .� .���������������

���� '� ��� ������ ������� ��� .�
.xy = {xy− (x− xL)(y− yL), xy− (xR − x)(yR − y) | xy + (x− xL)(yR − y), xy + (xR − x)(y− yL)

.�� ������� �����
.x �� �������� �������� ������ ��� {x− 1, x + 1} ����� ���� x ���� ��� .���� �� ����� 4.4���� �� ����� 4.4���� �� ����� 4.4

.���� ��� x �� ������ x ���� ���
.���� ���� ����� ��� ������ ��� ���� ��� ��� z +1 -� z ��� ���� �� �� ������ �� ���� ���� z �� ,4.3 ����

.����� ��������� ����� ��� ���� .z = {x− 2, x + 2} -� y = {x− 1, x + 1} ��� .���������������
������ .y = z ,'�2.37 ��� ,��� x − 2 < x − 1 < y, z < x + 1 < x + 2 -� ������ .x − 1 < z < x + 1 .�

.���� ��� y-� y = z = {y − 1 | y + 1} ,'�2.37 ��� ,��� ,x− 2 < y − 1 < y = z < y + 1 < x + 2 -�
.α + 1 ����� ��� ��� z + 1 �� ������ ��� ,2.41 ��� ,��� ,z �� ������ ��� α ��� .x − 2 < z ≤ x − 1 .�
����� x + 2 -� x− 2 ��� ����� ����� ,2.38 ��� ,��� z x− 2 < z ≤ x− 1 < z + 1 < x < x + 2 -� ������
.�� ��� ���� ����� ���� ��� �� ���� ���� ,α + 1 ���� ���� ,(z, x + 2) ���� ����� ,z + 1 ���� ,α ≥ ����
y = {x− 1 | x+1} ,z ≤ x− 1 < y < x+1 < x+2 -� ������ .{z | x+2} = z +1 ������� ���� ��� ,���
y− 1 = z < z +1 = y < y +1 < x+2 ��� ����� ������ .y = z +1 ,'�2.37 ��� ,��� ,z +1 = {z | x+2} -�

.y = z + 1 = {y − 1 | y + 1} ,'�2.37 ��� ,���
.'�-� ������� ����� ��� .x + 1 ≤ z < x + 2 .�

.x = {y | z} -� �� z ≥ x + 1 -� y ≤ x− 1 ������ ��� ���� ��� x ���� �� ���� .� .����� 4.5����� 4.5����� 4.5
.α− 1

2 �� ������ �� ��� α ���� ��� .�
������� �������� ������ �� �� ������ ������� �� ����� ��� ������� ������� ����� ��� ��
��� .������ ������� ������ ������ �� ������� ������� ����� ������ �� ��� ,������ ����� �� �������

.���� ������� �������� ,������� ������� �� ���� ����� ��� �������� ������� ����� �����
������� ��� ��� ������ ���� ��� 0-� ���� ��� �� ������������������ ���� S ���� ��� �� ���� .���� ���� �������� 4.6���� ���� �������� 4.6���� ���� �������� 4.6

.�����
.������ �� 0 ����� �� ,x ∼ y ������ ��� ,������������������ ������ y-� x

.������ ���� x, y-� x < y �� x << y ����� x, y ∈ S -�
:����� ������� ������

.������� 1
x ��� ������ ��� x .�
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.������ ��� −x ��� ������ ��� x .�
.���� �� x− y -� x + y �� �� ������ �� 0 ��� x, y -� ��� �� �� .�

.������ ��� zx �� �� 0 ����� ���� ��� z-� ������ ��� x �� .�
����� ������� S �� ������ ��� ��� ������� ��� ���� ,������� ������� ����� ����� �� 0-� ��������� .�

.���� ���� ������ ������� �������
.������ �� ��� ��� ������� ��� �� ������ ����� .�

.s− r < 1
n -� r << x << s -� �� r, s ��������� ������ ���� n-� ���� x ��� .�

������ ��� ,x ≤ r < s ≤ y -� �� r, s ��������� ������ ��� x << y :���� S �� ������ x, y ������� .�
.x < r < s < y -� �� r, s ���������

.������ x, y �� r < y ��� r < x ���� ,���� ���� ��� , r ������� ���� �� S �� ������ ������ x, y �� .�
.r > y ��� r > x -� �� ���� ���

.r < s + t -� t << y ,s << x -� �� s, t ��������� ������ �� r << x + y ����� ������� r ,������ x, y �� .�
,0 < s << x -� �� s, t ��������� ������ �� 0 < r << xy ����� ������� r ,������� ������ x, y �� .�"�

.r < st -� 0 < t << y

�� ������ ����� i ��� .k << x << l -� �� ����� k, l ������ ���� x-� ������ .� .����� ���������� ���������� �����
��� ,s = k + i+1

4n -� r = k + i−2
4n ���� .x << k + i+1

4n -� k + i−2
4n << x ��� ���� .x ≤ k + i

4n -�
.����� �� r, s

.'�-� ����� �������� ��� ����� .�
�� ��������� t-� s ���� '�-� ����� . 2n < v − r -� �� n ��� ,r < v < x + y -� �� ������� v ��� .�

.0 < y − t < 1
n -� 0 < x− s < 1

n -�
��� ��� ,���� ����� �� ��� ��� ������ ����� �� ��� ���� ���� ������ ����� ������ .� .����� 4.7����� 4.7����� 4.7

.����� ���� ����� ��� ������� ��� ���� ,����� �������� �������� ��� ���� ��� ���� .�������
.��� ����� ���� ,����� ���������� ���������� ����� ���� ������ ��� �� ������ ������

x < y -� ����� �� x << y -�� ,y-� ���� x-� ����� �� x ∼ y -� ���� ������ ����� ��� �� �����
.������ ���� y-� x-�

������ ������ ,������� ������ ��� ,����� ������ ������ ���� ����� ���� ��� ��� ���� ��� ���� .�
�� ���� ����� ������ ����� ����� ���� ,����� ���� ,2.38.1 ��� ,����� ������ ���� ,��� ��� �����
����� ���� x ����� .x �� ������ ���������� ���������� ���� �� ����� ld(x)-� ���� x �� ������ ������ ����� �� .������

.����� ��������� ��������� ���� ���� ��� ������
,{x + r : r ∈ Q+} -� {x− r : r ∈ Q+} ������� ��� ��� ������� ������� ,x ����� .������� ������ 4.8������� ������ 4.8������� ������ 4.8

����� '�2.38.1 ��� ,��� ,x-� ������� ������� ����� �� ,�������� ��������� ����� ��� Q+-� ����
���� ��� ������� ��� �� ������ ,x �� ������ ���� ��� {x − r : r ∈ Q+} | {x + r : r ∈ Q+}
,{x− 1

n | x+ 1
n} -� �� x �� ������ ���� �� ����� ���� '�2.38.1 ���� .st(x)-� ����� ���� x �� ������ ���������� ���������� ����

.�������� ������� �� ���� n-� ����
�� ��������� ,x = st(x) �� ����� ,������� ��� �� ����� ����� ���� ��� �� ��������������� ���� x ���� .�

.x = {x− 1
n | x + 1

n}
:���� ����� ∼ ����� ���� .���� 4.9���� 4.9���� 4.9

.ld(x) = ld(y) ��� x ∼ y .�
.x-� ����� ����� ������ ����� ���� ,����� ���� ��� ld(x) ,ld(x) ∼ x x ���� ��� .�

CR-� ���� CL-� ���� c = CL | CR ��� �� (���������� �������) ��������� .� .������ ������� ���� ��� 4.10������ ������� ���� ��� 4.10������ ������� ���� ��� 4.10
c ��� �� .��� �������� ���� ��� ,���������� �� �� ���� ������ ���� CR-� CL ,���������� �� ����� �� ����
c[-� ������� ��� CL-� ������ c[-� ������ ���������� �� .c[ = supCL = inf CR ����� ����� �� ������������
���� �� ������� ���� x �� ,��� .������ �� ��� ,CR-� �� CL-� ����� ���� ��� ������� c[ �� .CR-� ������

.������ ��� ����� ����� CR ∩DL ��� c[ < d[ �� ����� c, d �� .c[ = x -� �� c ����� ����� �����
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������ ���� ���� �� ���� ���������� {r ∈ Q : r < x} | {r ∈ Q : r > x} ���� �� ���� x ���� ���� �� .�
.������ x, y ��� x[ = y[ �� ���� ��� .x << y ��� x[ < y[ ������ x, y-� .x[-�

.r < x �� r < x[ ��� ,r ≤ x[ �� r < x �� ,������� r-� ���� x ��� .�
.������� ��� ���� S �� ������� ������� ���� �� ����������� ��� x 7→ x[ ������ .�

.'�4.6-�� '�-� ����� .� .����� ���������� ���������� �����
.�"�-� '�4.6-� ����� .�

�� �� ���� ����� ��� ����� ���� ���� �������� ������� �� ���������� �� ����� ���� ������
��� �� # ����� ��� ����� .���� ���� ���� ����� ���� �� �� 2.50-� ����� ���� ,�������� ������� �����
����� ������ ��� ���������� ��� ����� ����� �� ���� .����� ���� ������ ������� ������ ������� �������
���� �� ����� ���� ����� ��� # ������ �� ������ ���� .���� �� ����� ���� ������ ������ ���������� ��

.x# �������� ���� �� x ����
������� ����� D-� ���������� ������� ����� Q ��� .������� ����� ���� ������� ������� 4.11������� ����� ���� ������� ������� 4.11������� ����� ���� ������� ������� 4.11
,Qx,R = {x < r : r ∈ Q} ,Qx,L = {r < x : r ∈ Q} ���� x ���� ���� ��� .��������
�� ���� '�2.35 ��� .x# = Dx,L | Dx,R ,Dx,R = {x < r : r ∈ D} ,Dx,L = {r < x : r ∈ D}

.x# = Qx,L | Qx,R

.������� ������ ������� ������� �� ��� ����� ����� ��� # ������ .�
.(x#)[ = x -� ���� ��� x#-� ���� x ���� ���� ��� .�

r ∈ Dy,L -� ,r ∈ Dx,R ��� x < r < y -� �� ����� ���� r ��� ������ x < y �� �� ,��� ����� # .� .���������������
.x# < r < y# ����

��� r < s < x# ��� ,r < s < x -� �� s ������� ���� �� r < x ������ ������� r �� .�
.r > (x#)[ �� r > x �� ,�� ��� .r < s ≤ sup{t < x# : t ∈ Q} = (x#)[

.����� ���� ��� x# x ���� ���� ��� .� .���� 4.12���� 4.12���� 4.12
.���� ��� ��� ����� ��� ���� ���� .�

.����� ���� �� �������� ������� ���� ,������� ������ �� ������� ������ �� ������ ���� .�
�� ��� ,st(x#) = {x# − r : r ∈ Q+} | {x# + r : r ∈ Q+} �� �������� ��� ���� x# .� .����� ���������� ���������� �����
������� ,s < t ∈ Qx,L -� �� t ���� �� s ∈ Qx,L �� ,���� .���� �������� ��� ����� ���� x# �� ������
������� ���� ��� ,��� .n ≥ 1

t−s ���� s < x# − (t − s) ≤ x# − 1
n ���� s + (t − s) = t < x# -�

.x# = st(x#)
������ ������� ������ x-� (x[)# '�4.10 ��� .((x[)#)[ = x[ '�4.12 ���� ���� x[ ,'�4.10 ��� ,�� ���� x �� .�

.���� x ���� ,����� �� �������
.'�4.3 ����� ��� .�

������� ��� �� ����� ��� # ���� ,(xy)# = x#y# -� (x + y)# = x# + y# ������ x, y ��� .���� 4.13���� 4.13���� 4.13
.�� ������ ��������� �� ������� �� ���� ��� .������� ����� ����

.(x#+y#)[ = x+y = ((x+y)#)[ '�4.11 ��� ,��� .(x#+y#)[ = (x#)[+(y#)[ ���� '�4.10 ��� .����� ���������� ���������� �����
.����� �� ,'�4.12 ��� ,������� ������ ������� ,������ (x + y)# -� x# + y# '�4.10 ���

����� �� ���� ��� .������� ����� �� ������ ���� ������� ��� ������ �� ������� ����� 4.2 �� 4.14-�
.������� �� ����� ������ ������ �� ����� ������ �����

,βα = βγ ·β �� α = γ+1 �� ,β0 = 1 .������ �������� ������ ������� �� βα ����� .������� ���� 4.14������� ���� 4.14������� ���� 4.14
.βα = supγ<α βγ �� ����� α ���

.α · β > α ���� β > 1 -� α > 0 ���� .� .��� 4.15��� 4.15��� 4.15
.βα+1 > βα �� β > 1 �� .�

.α �� ���� ������� ��� βα �� β > 1 �� .�
.βα ≥ α α ��� �� β > 1 �� .�
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.ωα · n ≤ β -� �� ����� ����� n > 0 ����� ωα ≤ β -� �� ����� α ���� β > 0 ��� .��� 4.16��� 4.16��� 4.16
���� ���� γ .γ > 0 β > 0 -� ������ .ωγ > β -� �� ����� γ ���� ��� ωβ+1 ≥ β + 1 > β ������ .���������������
��� .β-� ����� �� ����� ���� �� δ < γ �� ωδ ������� �� �������� ����� ���� ���� β-� ����� ωγ �� �����

.����� ��� α-� ,α ���� �� ���� γ

.ωα ·n ≤ β -� �� ����� n ≥ 1 ����� ,β < ωα ·m -� �� ���� m ���� ���� β < ωα+1 = ωα ·ω α ����� ���
������� ������ ������� α1 > α2 > . . . > αk ����� ,���� k ���� β ���� ��� .ω ���� �� ���� ����� 4.17ω ���� �� ���� ����� 4.17ω ���� �� ���� ����� 4.17

.ω ���� �� β ����� ����� �� ����� β ���� .β =
∑k

i=1 ωαi · ni -� �� n1, . . . , nk

.β = ωα · n + γ -� �� γ ���� ,4.16-� ��� n-� α ���� β > 0 -� .k = 0 β = 0 -� .β �� ���������� .���������������
������� α2 > α3 > . . . > αk ����� ,k ������ ���������� ���� ��� .γ < ωα ≤ β n ������� ����
���� .β =

∑k
i=1 ωαi · ni ��� n1 = n -� α1 = α ���� .γ =

∑k
i=2 ωαi · ni -� �� n2, . . . , nk ������� ������

.α1 > α2 ���� ωα2 ≤ γ < ωα

.ωβ >
∑k

i=1 ωαi · ni �� β > α1 -� ������ ������ n1, . . . , nk ,������ α1 > α2 > . . . > αk �� .���� 4.18���� 4.18���� 4.18
.
∑k

i=1 ωαi · ni ≤ ωα1 ·∑k
i=1 ni < ωα1 · ω = ωα1+1 ≤ ωβ ���� αi ≤ α1 1 ≤ i ≤ k ��� .���������������

������ n1, . . . , nk -� ������ �� ����� ����� α1, . . . , αk -� ��� ������
∑k

i=1 ωαi ·ni ������ ��� ��� .���������������
��� ���� ��� .����� �� ���� ���� ���� ������� ������ ����� ����� ����� �� ������ ��-ni-� .������
���� �� �� �������� �� ����� ������ ��� ω ���� �� ������ �� ���� ���� �� �������� ��� ��� ������

.α1, . . . , αk ����� �����
���� mi 6= ni -� �� ������ i-� ��� β < γ .γ =

∑k
i=1 ωαi · ni-� β =

∑k
i=1 ωαi · mi ���� .���� 4.19���� 4.19���� 4.19

.mi < ni

β =
∑j

i=1 ωαi ·mi +
∑k

i=j+1 ωαi ·mi < ,4.18 ��� ,�� mj < nj �� .mj 6= nj -� �� ������ j ��� .���������������∑j
i=1 ωαi ·mi + ωαj =

∑j−1
i=1 ωαi ·mi + ωαj · (mj + 1) ≤ ∑j−1

i=1 ωαi ·ni + ωαj ·nj ≤
∑k

i=1 ωαi ·ni = γ

.������� ���� ����� ������ ��� .γ < β ,�������� ������ ,�� nj < mj ��
.���� ��� (������� ������ ��) ���� �� �� ω ���� �� ������ .����� 4.20����� 4.20����� 4.20

�� γ =
∑k

i=1 ωαi · ni -� β =
∑k

i=1 ωαi ·mi �� .�� ����� β#γ ����� ����� .����� ����� 4.21����� ����� 4.21����� ����� 4.21
.β#γ =

∑k
i=1 ωαi · (mi + ni)

.��� �������� ����� ��� 0-� ,�������� ������� ��� ����� ����� ������ 4.21-� ���� .4.224.224.22
.���������� �� ��� ��� ��������� ��� ����� ����� ����� .���� 4.23���� 4.23���� 4.23

,β =
∑k

i=1 ωαi · ni ���� .���������� ���� ���� ����������� �� ������ �� ������ �������� ���� .���������������
.γ+β′ =

∑k
i=1 ωαi ·(mi+n′i) -� γ+β =

∑k
i=1 ωαi ·(mi+ni) ��� ,γ =

∑k
i=1 ωαi ·mi -� β′ =

∑k
i=1 ωαi ·n′i

1 ≤ i < j ���� mj + nj < mjn
′
j ��� ni = n′i 1 ≤ i < j ���� nj < n′j -� �� j ���� �� β < β′ ��

.γ + β < γ + β′ 4.19 ���� ,mi + ni = mi + n′i
C-� B ���� ������ ��� ��� �� ���� ��� A ���� ������� ������� �� ������ ����� ��� β#γ .���� 4.24���� 4.24���� 4.24

.γ-� β �� ���� ��������
β =

∑k
i=1 ωαi ·mi ��� .β#γ ��� ��� ������ ����� ��� A ����� ����� β, γ ��� �� ����� ����� .���������������

������ ����� Ci-� ωαi ·mi ��� ��� ���� ������ ����� Bi ��� 1 ≤ i ≤ k ���� .γ =
∑k

i=1 ωαi · ni -�
������� �� ���� ��� ����� ���� ,B �� .����� ���� Ci-� Bi ������� �� ������� ωαi · ni ��� ��� ����
�� ���� ����� .γ ���� ������ ��� ,Ci ������� �� ���� ��� ����� ���� ,C-� ,β ���� ������ ��� ,Bi

��� Bi ∪ Ci ������� �� ������ ����� �� ���� ������ ωαi · (mi + ni) ��� ��� Bi ∪ Ci ������ �����
.
∑k

i=1 ωαi · (mi + ni) = β#γ

����� �� ���� A ��� ���� .β#γ -� ���� ��� ������ ����� ���� ����� ��� A ����� �� ���� ���
A �� ��� ���� A′-� ������ .β#γ ��� ��� ���� ������ A �� A′ ��� ���� ���� ��� ,β#γ -� ���� ���
�� ������� γ′-� β′ ���� .��� ���� ��� ��� ������ ,C-� B �� ������ B′, C ′ ���� B′ ∪ C ′ ������ ���
��� ��� A′ = B′ ∪ C ′ �� ����� ���������� ���� ��� .γ′ < γ -� β′ ≤ β �� γ′ ≤ γ -� β′ < β ��� ,C ′-� B′
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.A′ ������ ������ ,β#γ -� ��� ��� ,# ����������� ������ ,���� β′#γ′ �����
.β′#γ′ = δ -� �� γ′ ≤ γ -� β′ ≤ β ������ δ ≤ β + γ ��� .��� 4.25��� 4.25��� 4.25

���� ,β#γ =
∑k

i=1 ωαi · (mi + ni) ��� γ =
∑k

i=1 ωαi · ni -� β =
∑k

i=1 ωαi · mi ��� .���������������
���� ρ ≤ ωαl · ml �� .0 ≤ ρ ≤ ωαl · (ml + nl) -� 1 ≤ l ≤ k -� ���� ,δ =

∑l−1
i=1 ωαi · (mi + ni) + ρ

������� ,γ′ ≤ γ ,β′ ≤ ∑l
i=1 ωαi ·mi ≤

∑k
i=1 ωαi ·mi = β ��� ,γ′ =

∑l−1
i=1 ωαi ·ni -� β′ =

∑l−1
i=1 ωαi ·mi+ρ

ρ ≤ ωαl · (ml +nl) -� ������� ,ρ = ωαl ·ml +λ �� ρ > ωαl ·ml �� .β′#γ′ = δ ��� ρ ≤ ωl ·mi < ωα
l−1 -�

������� β′ ≤ β �� ���� .γ′ =
∑l−1

i=1 ωαi · ni + λ -� β′ =
∑l

i=1 ωαi ·mi ���� �� ����� .λ ≤ ωαl · nl ���
.β′#γ′ = δ -� γ′ ≤ ∑l

i=1 ωαi · ni ≤ γ �� λ ≤ ωαl · nl -�
��) SupA ������ �� A ������� ���� ,β#γ = Sup{β′#γ, β#γ′ : β′ < β, γ′ < γ} β, γ ��� .���� 4.26���� 4.26���� 4.26

.A ����� ��� ����� ������ ����� ��� SupA (����� S
���� .β#γ ≥ Sup{β′#γ′, β#γ′ : β′ < β, γ′ < γ} �� ���� # ���������� ���� .���������������

�� γ′ ≤ γ -� β′ ≤ β ������ 4.25 ��� ,�� δ < β#γ �� .δ = Sup{β′#γ, β#γ′ : β′ < β, γ′ < γ}
Sup-� �������� ������� ��� ��� δ ��� .γ′ < γ �� β′ < β ���� δ < β#γ -� ������� ,β′#γ′ = δ -�

.Sup-� ��� δ-� ��� ������
������ ����� �� ���������� ������ �� ����� ����� ����� 4.26 ��� .������� ������ ������� ����� 4.27������� ������ ������� ����� 4.27������� ������ ������� ����� 4.27

.# ����� ����� ����� �� ������� �� ������ ������� ����� �� + ������ ����� ���� ,������� ������
������ .������� �� ������ ������ ����� ��� +-� ���� ,ωα#ωα′ = ωα + ωα′ �� α ≥ α′ �� �� ����

������� ��� ������� ������ ��� ������� �� ���� ������ ���� ������ ������ ��� 1-� ���� ,���
.������� ������ ���� ��� ��� ������� ���� β =

∑k
i=1 ωαi · ni
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