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.����� ����
��� ��� ����� ,������� ������� ������ ��� �� ������ �� ����� ��� ������� .����� ����� 2.2����� ����� 2.2����� ����� 2.2
��� ��� ,������� ���� ��� �� ������� ������� ��� ������� ������ ���� .����� ��� ���� ���� ���
����� ����� .���� �� ������ ������� ����� ������ �� ��� ���� .���� �� ����� �� ,���� ,�����
��� ������� ������ ��� ������ ���� .����� �� x1, x2, . . . ����� ��� ����� .����� ��� ����� ������
���� �� x ���� ��� ������ ���� .��� ���� �� ���� �� ���� ���� ����� ������ xi ������ ����
��� y ���� x ���� ���� ��� ����� ���� .���� ��������� ��������� ����� ������� ,������ ����������� ����������� ����� �� ���� ���� ����� �����
x ���� ������ ����� ���� ����� ������� ������ �������� ������ .x ���� ������ ���� ����� �����

.y ���� ���� ����� ���
����� ��� �"� ����� ���� ���� ������ �� .x ���� �������� ������� ��� ������ ����� ����
���� �"�) y-� ���� �� ������ ���� ������ ����� x ���� ��� x → y x ��� ���� �� G = 〈G,→〉
������� ���� �� �� ������ ��� ���� .g∗-� ������ ,����� ������� ���� ��� ���� ����� �� ��� .(����

.���� �� ���� ���� ������ ���� ���� ����� ���� �� ��� �� �����
������ �� ,������ ����� �� ������� ������� ������ �������� ������� ����� ���� ��� ������ ���
����� ��� �� ����� ������ �"� x ���� ����� ������ ������ ����� ��� ��� ����� ������ ���� .�����
����� ������ ��� ��� �� ?���� ����� ����� x ����� ���� ��� .��� ��� x ������ ����� ,���� ���� ���
������ ����� �� ����� .��� ��� �� ������� �� ���� ��� ��� ��� ����� ��� ��� y-� ���� ,x → y ����� �"�

.����� ���� ���� ���� ��� ���� (����) ����� ��� y �� ����� �����
���� ���� ����� ,x-� ������ ����� ���� ���� ���� ����� x ��� �� ��� G ���� ����� �� ����

.Gx-� ���� ��� ����� �� .x ����� �� �� ,G
�� .������ �� ������� �� ������ ��� ���� ��� ��� �� ����� .��������� ����� ����� �� ,������ ,����
������ ��� �"� ����� ��� �� ��� .������ ���� ,��� ������ ������ ,������� ���� ���� ,����� ,����
������� �� ���� ����� ������ ���� .������ �� ������ ���� ������ ���� �������� ����� ��� {k, l}

:�"� ���� ��� �� G ���� .�������

����� j < l ���� {m,n} = {k, j} �� ����� i < k ���� {m,n} = {i, l} ��� {k, l} → {m,n}
.��� ��� �� ��� → ����� ��� �� ���� ���� {0, 0} ���� ����� ������� ������� �� ���� �����

��� ,g∗-� ������� ���� ����� ���� ����� �� �������� �� ����� ����� ,�� �� ,��� G ����� �����
������ .��� ����� ,���� ���� ��� �� ��� ����� ���� �� ��� �� xm ��� �� ������ ����� ����� ��� ������
.����� ���������� ���������� ����� ��� ���� ����� ����� �������� ������ ��� ������ �� ������� ��� ����� x1, x2, . . .

.������� �� ����� ����� ����� ��� ����� ����� �� ����
��� ��� �� �� ����� .������ ���� ���� ,����� ���� �� ������ ,���� �� ����� ��� ��� �����
�� ����� ������ ����� �� x = ∅ �� .x �� ���� ���� ���� ��� ���� ������ ������ ������ x �����

.∅ ����� ����� �"� ���� ���� ������ ����� �� ∅ ∈ x �� .���� ���� �� ���
����� ���� �� �� ��� .������ ���� ���� ����� ������� ��� ���� ���� ����� ��� ����� ���� ��� 2.32.32.3
��� .����� �� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ����� ������ ������� ��� �������� ���� ,���������
P ��� ��� ����� �� x ������ ����� ��� ������ �������� G ����� P ���� �� σ ������������������������ �����
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������ .x → σ(x) ����� ,�� ���� ���� ���� ��� σ(x) ��� x ��� ���� ��� ���� ���� �� ����� ����
������ n �� xn ������ �� �� ��� x1 �� ���� ��� �� ������ ����� ��� P ����� �� .x0, x1, . . . ������
p ��� .2-� ���� ���� n �� xn ������ �� �� ��� x2 �� ���� P �� ������ ����� ��� P �� ����� �� .1-� ����
������ P �� ������ ��� ,P �� ������ ���� ��� xp-� �� ,2 �� 1 ����� ,P �� ������ ����� �� �������
��������� ��� ���� P ����� x0, x1, . . . (����� ����� ����) ������� ������ ��� .xp, xp+2, xp+4, . . . ��
��� ���� P �� ������� ����� .xp+2m = σ(xp+2m−1) ���� ������ ���� xp+2m-� �� m ≥ 0 ��� �� σ

P -� ������ �������������� �������������� �������� ����� P �� σ ��������� .��� ����� ���� ���� ������ σ ��������� ��� ���� ����
.���� ��� σ ��� ���� P �� ����� ��� ��

�������� P ����� ���� ���� .������ ��������� ������� ���� ����� ������ �� ���� ������ �����
,��� ��������� ��� ���� �������� ��� �� �� ����� ������ ���� τ ������ �������� ������� σ ������
���� ���� ��� ��� .������ ��������� �� τ -� σ-� ������� ������ ��� ,������� ��� ���� ��� �������
.�� ����� ���� �� �� ��������� ������� ����� ��� ������� ?������� ���� ������ �������� �����
����� ���� ���� ��� ���� ������� ������ .������ ���� �� ���� ���� ����� �� ����� ���� �������

.�� ���� �� ���� ��� ������ ��� �� ����� ���� ���� ��� ���
����� ��� ����� �� ����� ����� ���� ��� ,���� ����� �������� ����� �������� ����� ���� ���� ����� ��� ����� �� �� ����
���� ������ ������ ���� �� ��� �� �� ��� ,����� �� ���� ���� ��� ����� ,���� ���� �� ,���� .����
{m,n} ������ ��� �� ������ ��� ����� ���� ���� ��� ��� ����� ����� .���� ����� ��� ��� ����

.�����
������ ��� ���� ������� ���� �� ���� ���� ���� ,������ ����� ���� ������� ������ �� ����

.{k, l} ��� ��� ����� ���� ������ O-� ������ ��� ��� ��� {k, l}
���� ���� ������� ��� �� ����� .G-� ������ �������� �� �� �� G ����� ��������� ��������� ���� P ������ ����
������ �� ����� ��� ���� �� ��� .����� ��� ���� ����� ���� ��� ������ ��� ������ .����� ��������� ��������� ����
��� ���� .��������� ����� ������� ���� ,���� ���� ��� �� ���� ������� ���� ���� ����� �� �����
���� ���� ����� ��� ��� ������ x ���� ������ ����� �������� ���� ��� ,���� ����� ���� �� ��
x ����� ���� ,���� ���� ��� �� ,���� P ����� ����� x ���� �� .���� ���� ��� �� ,���� �������
����� ������ ���� ��� x �� .������� ������ ������ ������� ����� ���� ��� ����� .P -� ������ ���� ���
�� ,���� ����� ��� ���� ,P -� ������ ���� ��� y �� �� ,P �� ���� ���� ��� x �� y ��� ������ P ������

�� ������ �� .����� ���� ������� �� ���� ����� ��� ������� �� ���� ��� �� ��� ���� ���� P ��
.���� ����� ������ ���� ���� y �� �� �� �� P ������ ����� ������ ���� ��� x �� .'� ���'� ���'� ���

,������ ����� ������ ���� ���� y �� .x �� ����� �� ��� y-� ���� ����� ������ ���� ��� x �� ���� ���
��� ���� ,����� �� ������� �� ��� y ���� �� ����� P ������ ����� ���� x ���� �� ,P �� ����� ����

�� ������ �� .����� ���� ����� �� ������� x ����� ������� ������ ���� ��� ,����� ���� ,������ �����
.������ ����� ������ ���� ��� x �� y �� �� �� ���� ����� ������ ���� ��� x �� .'� ���'� ���'� ���

�� ������� ��� ����� ���� �� ������� ���� ���� ����� ���� ��� y ��� �� ��� �� ��� ��� x ��
��� '�-� '� ������ ������ ������ ��� ��� ."���"-� ��� ������ "��"� �� ������ ���� ���� '�-� '� �����
���� ������ ���� ��� ��� ��� �� ,���� ������� ������ ���� ,������ ���� �� ����� ������� ����� ���

.������� ����
���� ��� x-� ��� ����� 2 �� 1 ��� W (x) x ��� ���� �� ����� �� ������ �� W ������� ������� ���
��� ,����� ������ ���� ���� ����� ����� �� ��� ��� ������� ��� �� ���� .���� �� ������ ����� ������
.�� ���� ����� ������ ���� ���� ���� ���� ��� �� ����� ������ ���� ��� ���� ��� ������� ����� �����
�� x �� y �� ���� �� W (x) = 1 ,'� ��� ��� .������ '�-� '� ������ ��� ��� �������� W �� ������
x ��� �� ���� .W (y) = 1 ���� x �� y �� ��� �� ������ ����� W (x) = 2 ,'� ��� ���� ,W (y) = 2 -�

.W (x) = 2 -� '� ��� �� ���� ,��� ����� ,���� �� ��� ���
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.������� ���� ������ �������� �� ���� ����� ���� ��� .����� ���� 2.4����� ���� 2.4����� ���� 2.4

������ ���� ��� ����� x ��� ��� �� ���� ����� ���� �� ������ �� W �������� �� ���� ������ .���������������
g∗ ������� ���� ,������ ,���� ,(������ �������� ���� ������ ����� ������ ���� �� ���) ������� ����
��� P �� σ ��������� .����� ������ �������� P -� �� �� ����� .P ������� ��� �� ������ ���� ���
�� ��� ��� ��� ,��� �� �� ,P -� ������ ���� ���� x �� y �� ���� ��� ���� P �� ���� �� x ��� ����
��� ����� .σ ��� ���� P �� ����� g∗=x1, ..., xk ��� .P -� ������ �������� ���� ���� .x �� ����� ��
xi �� ���� i < k ���� .P -� ������ ���� ��� x1=g∗ -� ��� ���� .P -� ������ ���� ��� xi �� i �� ����������

.P -� ������ ���� ��� xi+1 �� �� ������ P -� ������ ���� ���
�� y �� xi-� �� W ����� ��� .W (xi) = 1 ,P -� ������ ���� xi-� ������ ,�� xi ���� ���� P �� ���� ��
�� �� ��� s(xi) σ ����� ��� ��� .y ���� ���� ����� ���� ,P -� ������ ���� ��� y-� ����� ,W (y) = 2 -�
���� ��� xi+1-� ,xi+1 = σ(xi) ��� σ ��� ����� g∗=x1, ..., xk ������� ������ .P -� ������ ���� ���� xi

.P -� ������
������� ,x �� y �� ��� W (y) = 1 ���� W ����� ��� .W (xi) = 2 �� xi ���� ���� P �� ����� ��� ��

.P ���� �� ������ ����� ������ ���� ��� xi+1 ����� ,W (xi+1) = 1
������ .���� ����� ����� ���� ����� ���� ��� ������� ���� ,��� ����� ���� xk ������ ������ ���� ������
������ ����� ��� Q-� ���� ����� ��� P xk ���� ��� P -� ������ ���� ��� xi 1 ≤ i ≤ k ��� �� �������

.������ ���� P ���� ,��� xk �� ����� ����

Gx ����� ���� P ���� ����� ,����� x ��� ��� ���� g∗-� ����� ����� ��� ���� ����� ������
.P ����� ������ ���� ��� x ���

�� ����� ����� ���� ,y ∈ x ��� x → y �� ������ ���� ���� �� ���� ����� .����� ���� �"� ���� ����� 2.5����� ���� �"� ���� ����� 2.5����� ���� �"� ���� ����� 2.5
����� ����� ���� ���� ∅ ����� ������ �"� ����� ���� ����� ��� .����� ���� �"� ���� ����� ����
���� �� �� ��� ��� �� �� ����� ������ ���� ����� ����� ������ ���� ����� ������ ������ .������
F ������� ������ ��� G ���� ������ ����� ����� �� .����� ����� ��������� ����� ���� ���� �����
�� ���������� ����� ��� Tc(z)-� ���� ,F (G) = {F (g∗)} ∪ Tc(F (g∗)) ������ �� G �� ������ ������

:����� ������� ���� ,z
.F (y) ∈ F (x) �� x → y �� ,x, y ����� ��� ��� .�

.F (y) = u -� �� x �� y �� ���� �� u ∈ F (x) -� ��� x �� .�
,������ ����� �� �������� F �� ����� ��� �� ������� .F (x) = {F (y) | x → y} �������� ������ '�-� '�
.����� ���� �� G �� ������� ������������� ������������� ������ ��� F -� ���� .���� ����� F ������ �� ���� �� .�� F �� ������

���� ,��� ��� x ��� F (x) = ∅ �� F ������ ���� .���� ���� �� ������� ������ ����� ����
F ({2, 0}) = {∅, {∅}} ,F ({1, 1}) = {{∅}} ,F ({1, 0}) = {∅} �� ����� .F ({0, 0}) = ∅ ���� �����

.F ({2, 1}) = {{∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} -�

��� F (x) �� x �� ���������� ���� ���� ������ ����� ��� ���� ������� ������ �� ������ ������
.���� ������ F (G) ��� ���� ������ �����

��� x ,G-� x ��� ��� �� .F (G) ����� ���� �� G ���� ����� ���� �� ������� ������ F ��� .������������
.F (G)-� (����) ������ ����� ������ ���� F (x) ��� G-� (����) ������ ����� ������ ����

���� x �� ���������� W (F (x)) = W (x) �� ������ ��� ���� ���� .����� ���� ��� ������ ���� .���������������
�������� �� P ������ ����� ��� ����� ���� .W (x) = 3 − maxx→y W (y) ������ �� ��� ������
�� y �� z �� ���� σ′(y) = z -� ������ �"� Gx ����� σ′ �������� ������ ,F (x) ����� σ ������

.Gx ����� P -� ������ �������� σ′-� ������� ,(��� z ����� ����� ��) F (z) = σ(y) -�

������� ��� ��� ����� ��� ����� �������� ������ �� ����� ��� ������� .�������� �� ������ 2.6�������� �� ������ 2.6�������� �� ������ 2.6
������ ����� ��� P -� ��������� ���� �������� ���� ,Q-� P �� �������� ���� .���� ������ ��� ���
.���� ��� ��� �� Q-� P �� ������ ������ �� ,��������� �������� ���� �� ��� �� ������ ����� ��� Q-��
���� ��� ������ ,����� ������ ������ ������� �� ��� �� ������ ���� ���� �� ���� ���� ����� ���� ��
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��� ���� ����� ����� ���� .����� ���� ��� �� ���� .(������ ����� �� ���� ����� ������ �� ����
�� ������ ����� ���� ����� ���� �� .������� ����� �� �� ����� ,������ ����� �� �� ����� ����
����� ,������ �� ����� ��� ������ ����� �� "����" ����� ����� ��� .������� ��� ��� �������� ��

.������ ������� �� ����� �������� ��� ��� ����� �� ���� ���� ���
���� ��� �� ,G �� ����� ��� →L,→R -� ,����� G �� ,〈G, g∗,→L,→R〉 ���� ��� ������ �� ���������� �� ���������� �� ����

���� ������ ������ ������� ������� ���� ���� ����� ���� .����� ��� ��� 〈G, g∗,→〉 �� →=→L ∪ →R

.��
������ (left) L ������ ����� :������ ��� ������� ����� .������� ������ ,��� ������ �� �����
.G �� ������ x ����� ����� ���� ����� �� ��� ��� .������� ������ ������ ������� .(right) R �����
y-� x-� ����� �� R ����� ����� ������ ,x →L y ������ y-� x-� ����� �� L ����� ����� �����
x →L y ������ y ��� ,������ .P -� x �� ������������������ ���� x →P y ������ y ��� P ����� .x →R y ������
����� ���� ����� ������ .x �� ����� ����������� ����������� ������ ���� x →R y ������ y ���� x �� ������ ������������ ������������ ������ ����

.g∗ �����
.������ ����� ����� R �� L ������� ��� ��� A-� ���� ��� G-� ���� ,〈G, A〉 ��� ��� ����� �� ��������� �� ��������� �� ����
D-� ���� ����� ��� (����� – attacker) A-� ��� ���� ���� ������ ����� ��

.(��� – defender)
.���� ����� �� ���� ���� Q �� P -� ������ ����� ����� ������ ����

��� 〈y, P 〉 ���� �� ������� .P ∈ {L,R} -� y ∈ G ���� 〈y, P 〉 ��� ��� G ����� ������������
.���� ����� P ����� �� ���� ���� y ����� ���� ������

��� �������� ������ �� ,����� �� �������� �� ����� ,����� ��� 〈G,A〉 ����� �� ����� ���������������
����� ����� �� ,������ 〈x, P 〉 ���� ���� ,������ ����� ��� A-� ����� ��� g∗-� ���� ,〈g∗, A〉
���� �� ���� ����� ��� Q) x →P y -� ���� 〈y, Q〉 ��� �� ������ ����� �� ������ �������
���� ������ P -� ��� �� ������ ������� ����� ��� 〈x, P 〉 �� .(���� Q �� ���� ���� ���� P -�
����� ��� ����� ,������� ���� ������ .P -� x �� ������ �� ����� �� ����� ,��� ����� ����
���� i + 1 < λ -� �� i ��� ,〈x0, P0〉 = 〈g∗, A〉 ,λ ≤ ω �� ����� �� 〈〈xi, Pi〉 | 0 ≤ i < λ〉
�� ����� .xm →Pm

y -� �� y ���� �� �� m = λ − 1-� ���� λ ��� ,Pi+1 6= Pi -� xi →Pi
xi+1

��������������� ���� ���� ������ ,������������������ ������������������ ��������������� ���� ������ ���� ����� Pλ−1 ����� ,����� �����
.������������������ ���������������

�� ���� 4-9 ������ ��� ������� ���� ��� ����� ��� ������ ������� ,���� ������ �� ��������
.Berlekamp, Conway & Guy

������ �� ����� .���� ����� ����� ��� ����� ����� ���� ����� ��� ������ ��������� �������
����� .→=→L ∪ →R -� ���� ,���� ����� 〈G,→, g∗〉 ����� �� ���� �� ���� ����� ������ ����
,������ ���� ��� ����� ��� �������� �� ������� ���� ,����� ��� ����� �� ���� ����� ���� ���
i ∈ ω -� ai �� ��� ������� ����� ,���� .����� ��� ����� ��� ��� ���� ���� ���� ������ ������
����� ����� �� ,����� ��� ����� ��� �� ��� ����� �� ��� ��� →R ���� ����� i ∈ ω ��� ai →L ai+1 -�

.���� ����� ���� 〈G,→, g∗〉 ���� ������ ,���� ��� ���
��� ����� ��� ��� ������� ������ ���� ����� ���� ����� ���� ����� ������ �� ������ ��� ����
������ ��� ������� ����� �������� ����� ������� ������ ��� �������� �� ������� ������ ����� ?�����
���� ��� ���� ���� �������� �� ��� ,��� ��� ����� ����� �� ����� ����� ���� ��� ��� ������
����� ���� ������ ����� ����� ������ �� ���� "�������" ��� ������ ����� ��� .�� ��� ��� ������ ����
������ �� ���������� ������ ������ ���� ���� ����� ���� ��� ��� ���� ������ �� "����" ����� .����

.�������� �������� ����� ������ �����
.���� ������� ������� �� ����� ����� ����

������ ����� ������ �������� ����� ����� ������ ����� .�������� �� ������� ������ ��������� 2.7�������� �� ������� ������ ��������� 2.7�������� �� ������� ������ ��������� 2.7
��� ���� �� �� ����� L ���� ������ ����� ������ �������� �� ,���� ,�� ������ �� ����� .���� ��
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������ ��������� �� ���� ��� .����� �������� ���� ���� ,����� R ���� ������ ����� ������ �������
��� ������ σ ������� ,�� �� ,��� ������ �� ����� P ����� �������� .����� �� ������ �� �����
���� P .P -� x �� ������ ��� σ(x) ������ x ���� ��� P -� ������� ��� ��� ����� �� x ������ �����

.xi+1 = σ(xi) �� Pi = P �� ������ �� 1 ≤ i < k ��� �� σ ��� 〈x1, P1〉, . . . , 〈xk, Pk〉 ������
������� ���� �� ����� �� ���� ����� ������ �� ���� ��� .�������� �� ������� ����� ���� 2.8�������� �� ������� ����� ���� 2.8�������� �� ������� ����� ���� 2.8

.������ ��������
�������� ������� ��� ����� ���� .�������� ������� ����� ���� ������ ����� ���� ������ .���������������
���� ��� 〈y, Q〉 -� �� P -� x �� y ������ ������ W = P �� W ����� ������ ���� ��� 〈x, P 〉 �����
������ ����� ����� �� ���� .Q-� ������ ���� ��� 〈y, Q〉 P -� x �� y ������ ���� W = Q �� �� ,P -� ������
��� ����� �������� ������ ���� ��� .������ �������� �� ����� ������ ������ ����� ����� ������
������ ���� ��� ���� ��� ���������� ������� ������ ,����� ������ ���� ��� ����� �� ���� ���� ����
,Gx ����� ������ ������� W ����� �� �� W ����� 〈x, P 〉 ������ ���� ������ .����� ������� ����
,����� �� ��� �� ,����� ��� W �� ��������� .����� ����� P �� ,x ��� ��� ������ �� G ��� ����

.W -� ������ ���� ���� �����
�������� ������� ��� ,������ ����� �� "��������" ��������� ������� .(Conway) ������� ����� 2.9������� ����� 2.9������� ����� 2.9
�������� ������� ,������� ������ ���� ��� ��� ��� �� ������ �� ����� .x �� ������� �� x ����
��� �"� ��� ����� ����� �"� �� ��� ����� ����� ��� .R ����� ����� �������� �������� L ������ �����
��� ������ ������� ����� L ���� ����� ������ ����� ��� ������� ������ ���� ,����� ������ ��

.����� R ���� ����� ������ �����
U ����� ���� ,������� ����� �� V -� U ������ �� 〈U, V 〉 ��� ��� ������� ���� :����� ������ ����� ���
�� �� ��� ����� .〈U, V 〉 �� ������� �������� ������ V ������ 〈U, V 〉 �� �������� �������� ������

.U | V -�
Cα ������� �� ����� ������� ����� ����� �� ������ Vα �������� ������ ����� :�������� �����
,������� ��� .α ��� ���� ������ ������� ����� ����� ��� Cα ���� ,������� ����� ����� ����� �� ������
���� ��� x ����� .Cα =

⋃
β<α Cβ ����� α ���� ����� Cα+1 = {〈U, V 〉 : U, V ⊆ Cα} ,C0 = ∅ ,�� ��

.����� Cα-� ����� ��� �� �������
-���� γ + 1 ���� ���� ��� α �� �� β < α ���� Cβ ��� ������ ����� ������ ����� Cα �� ����
�� ������ γ ����� ������� ���� �� ρ(x) ������ ��������� ��������� ��� �� ����� ��� .γ ���� ������ ������� �� ��� ���
������ x �� ����� �� �� ρ(x)-� 1.8-� ����� ���� .x ����� �� ���������� �� ���������� �� ����� �� ���� ρ(x) .x ∈ Vγ+1 -�
����� �� ρ(x) �� ������ ������� ���� ����� x �� ����� �� ����� ����� ���� ���� ,���� ������
����� ,x �� �������� �� ������ ��� ����� ������ ����� ��� x ���� �� ������ ��� ���� 1.8-� ��� .���

.�������� ��� ����� ����� ����� �� ��� ������ ������
�� ���� ,x ����� ���� ���� ��� ������� ���� ��� x ������� ���� �� y ������ �� �� ������ �� ����

.���� ����� ��� ������� ����
��� ����� ,���� ����� ������ ���� �� ����� ����� 2.5-� ������ ��� .������� ���� �"� ���� ����� 2.10������� ���� �"� ���� ����� 2.10������� ���� �"� ���� ����� 2.10
�"� ,���� ��� ����� ,���� ����� ������ �� ���� �� ����� ����� ��� ���� �� ,����� ���� �"� ,����
����� ������ G �� ������ ������ F ������� ����� G ���� ������ ,2.5-� ��� .���� G ��� .������� ����

:����� ������� ���� ������ ��
.F (y) ∈ F (x)P �� x →P y �� ,P ∈ {L,R} ����� x, y ����� ��� ��� .�

.F (y) = u -� x →P y -� �� y ���� �� u ∈ F (x)P -� ,P ∈ {L,R} ,��� x �� .�
�������� F �� ����� ��� �� ������� .F (x) = 〈{F (y) | x →L y}, {F (y) | x →R y}〉 �������� ������ '�-� '�
��� F -� ���� .���� ����� F ������ �� ���� �� .������� ����� �� ����� ���� ������ ��� ,����� ��

.F (G) ������� ���� �� G �� ������� ������������� ������������� ������
,G-� 〈x, P 〉 ���� ��� �� .������� ���� �� G ���� ����� ���� �� ������� ������ F ��� .���� 2.11���� 2.11���� 2.11
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.F (G)-� ���� ����� ������ ���� F (x) ��� G-� ����� ������ ���� ��� �����
����� �� x ����� �� ����� .x = 〈XL, XR〉 = XL | XR ���� x ������� ����� .������� ������ ����� 2.12������� ������ ����� 2.12������� ������ ����� 2.12
����� �� ,���� .XR ����� ������ ��� ������ XL ����� ������ | ��� ����� ���� ,x = {. . . | . . .}

.{|} -� �� ����� 〈∅ | ∅〉 ����� ��� ,{0, 1 | 2} -� �� ����� 〈{0, 1} {2}〉
.������� ����� �� ����� ���� ,0-� ������ ���� �������� �������� ���� ���� {|} �����

����� ������ ��� ���� ,xR -� ����� XR �� ����� ����� ��� xL -� ����� XL �� ����� ����� ��
.x = {xL | xR}

.xR �� xL ��� y ��� y∈̃x �� .y ∈ XL ∪XR ���� y∈̃x �����
����� ���� �� ���� ��� ������ ����� ����� .������� ����� ������ ���� �� ���� ���� ����� ����

.������ ��� ����� ��� ���� ���� ��� ,����� ���� ���� ���� ���� ������� ����
����� ����� ,〈G, g∗,→R,→L〉 ����� ��� −G �� 〈G, g∗,→L,→R〉 ����� ��� G �� .���� ����� 2.13���� ����� 2.13���� ����� 2.13
R ����� G-� ������� ������� −G-� ������ L ����� :������� ������ �� ������ �� G ��� ����

.L ����� G-� ������� ������� −G-� ������ R ������
XR-� ���� ���� ��� ���� ����� ��� ,XR ������ ������ ���� ���� ���� L ?x ������� ����� −x ���
−y ���� ���� R ���� ����� .y ∈ XR-� ���� −y ���� ���� ��� ���� ,������� ������ ������ �� �� ��
,−x �� �������� ����� ����� ���� �� �������� .−x = {−xR | −xL} ����� ������ ��� ��� .y ∈ XL -� ����

.������� ����� �� ������ ������ ������� ������ �� �� ���� ����
.−x = {−xR | −xL} �������� ������� ��� x ������� ����� .���������������

.−{0 |} = {| −0} = {| 0} ��� ,−0 = 0 �� ����
.−(−x) = x .���� 2.14���� 2.14���� 2.14

���������� ���� ��� .−(−x) = −{(−x)R | (−x)L} = {−(−xL) | −(−xR)} .x �� ���������� .�����
.−(−x) = {xL | xR} ≡ x ���� −(−xP ) = xP

��� ��� ������ ������� �� ����� ��� G + H ����� G, H ������� .������ ��� ���� 2.15������ ��� ���� 2.15������ ��� ���� 2.15
�� ������ ����� ,���� ���� .������� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ��� H-� G ������� ����
P ����� ������� ������� ,G × H = {〈x1, x2〉 | x1 ∈ G ∧ x2 ∈ H} ������� ������ ��� G + H

������ G-� ���� ����� �����) x2 = y2 -� x1 →P y1 ��� 〈x1, x2〉 →P 〈y1, y2〉 :�"� ������ G + H -�
.(����� ���� G-� ������ H-� ���� ����� �����) x1 = y1 -� x2 →P y2 �� (����� ���� H-�

������� ,xL ���� ����� ����� ,x-� ��� ����� �� L ����� �������� ?y -� x ������� ������ x + y ���
���� ������ �� x �� ������ yL ���� ����� ����� y-� ��� ����� �� ,xL + y ����� ���� ���� �� y ��
����� �� ����� ������ ��� �� .x + yR -� �� xR + y -� ����� ���� R ����� ���� ����� .x + yL �����

:�� ������� ����� �� ������
.x + y = {xL + y, x + yL | xR + y, x + yR} .���������������

y′∈̃y �� y = y′ -� x′∈̃x ��� 〈x, y〉 → 〈x′, y′〉 �"� ����� → ���� �� �������� ����� ��� ���
.�� ���� ���� �������� ������ ���� ���� ,���� ����� ��� ��� �� ��� ��� ����� �� .x = x′ -�
�� ��� �� �������� ������ ������� ,"x, y �� ����������" ���� �� ��� �� ���������� ������ ������

."x, y �� ��������" ����
.(x, y �� ����������) .x + y = y + x .� .���� 2.16���� 2.16���� 2.16

.(x, y, z �� ����������) .(x + y) + z = x + (y + z) .�
.(x �� ����������) .x + 0 = x .�

.(x, y �� ����������) .−(x + y) = (−x) + (−y) .�
.{0 |}+ {0 |} = {{0 |} |} .���������������

������ �� �� ,"���� �����" �� ���� ��� ,L ����� �� ����� ������ ����� ��� ����� ��� ������ �����
."��� �����" �� ����� R-� ������ ,L �� ����� ������ ����
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.����� ������ ����� �� ���� ��� ����� ���� 2.17����� ���� 2.17����� ���� 2.17
.����� ��� �� ����� R �� �� ���� ��� �����-��� ���������-��� ���������-��� ����
.����� ��� �� ����� L �� �� ���� ��� �����-��� ���������-��� ���������-��� ����

.����� ���� �����-��� ��� ��� ����� ��� ����
.���� ���� L �� �� ����� ,����� ����� �����-��� ��� �� ��������������� ��� ����

.���� ���� R �� �� ����� ,����� ����� �����-��� ��� �� ��������������� ��� ����
������ ���-��� ��� ,���� ������ ��� ������� �� �������-��� ����� �������-��� ����� �������

.{0 | 0} ����� ���� ����� ����� ��� ���
���� �� ������ �� ,���������� ,����) .(�����-���) �����-��� −x ��� (�����-���) �����-��� x .��� 2.18��� 2.18��� 2.18

.(������
.(�����) ����� −x ��� (�����) ����� x

.x + (−y) �� ���� x− y -� .� .����� 2.19����� 2.19����� 2.19
.�����-��� y − x �� x ≤ y ����� .�

.������������������ y-� x �������� ���� �� ����� .y ≤ x -� x ≤ y �� x ≡ y .�
.y < x �� x > y .� .y ≤ x �� x ≥ y .� .y 6≤ x -� x ≤ y �� x < y .�

.(2.14 -�� 2.16-� ����) .����� y − x ��� x < y .� .��� 2.20��� 2.20��� 2.20
.(�����-���) �����-��� x ��� (0 ≥ x) 0 ≤ x .�

.����� x ��� x ≡ 0 .�
.����� ��� ���� xL �� ��� �����-��� x-� ,����� ��� ���� xR �� ��� �����-��� x .� .���� 2.21���� 2.21���� 2.21

.y ≤ xL ���� �� xL ���� yR ≤ x ���� �� yR ��� ��� x ≤ y .�
.x, y �� �������� ≤ �� ����� '� ���� ����� ����

������ ���� ��� 〈x,R〉 ����� ,����� ��� �� x-� ����� R ���� ��� ����� ��� x ������ ��� .� .���������������
��� 〈xR, L〉 x �� xR ����� ������ ��� ��� ���� �� 2.8-� ������ ���� �� ���������� ������ ��� .L-�
.����� ��� xR-� ����� ����� ����� ��� ��� ���� .���� L �� xR-� ����� L �� ����� ,L-� ������ ����

.����� ����� ���� '� �� ���� ����
y − x �� ����� ������ �� ��� ���� �� '� ��� ���� ,����� ��� y − x ��� x ≤ y -� ���� ≤ ����� ��� .�
��� �����-��� yR − x 2.18-� 2.16 ��� .y − xL-� yR − x �� y − x �� ������� �������� .������ ��� ����
��� �����-��� y − xL ���� ����� .yR ≤ x -� ���� �� ≤ ����� ���� ,����� ��� −(yR − x) = x − yR

.���� ����� ���� '� �� ���� ���� .'� �� ������ ���� ���� ��� .y ≤ xL

�� ��� .�������� ������ ����� ��� �� ������� ������ ������ ���� �� ����� .������ ������ ������� ����������� ������ ������� ����������� ������ ������� �����
���� ������� ������ �� ����� �� ������� ����� ��� ���� ��� .��� ������ ��� ����� ������ ����� ,��
������ ������ .'�2.21 ��� �������� �������� ����� ��� ����� �� ≤ ���� .2.9-� ��� �������� ��������
���� .2.19-� ��� ������� >-� ≥ ,< ,≡ ������� x − y ����� .2.15-� 2.13-� ��� �������� ������� �������
������ ����� 2.16-� 2.14 ������� .��� �� ��� ������ �� ������� �� ��� ������ ������ ��� ��� ���� ���

.����� ������� �� ��� ������� ������ ����� .��� �������
.(x, y �� ���������� ,'�2.21-�) .−y ≤ −x ��� x ≤ y .���� 2.22���� 2.22���� 2.22

.(x, y �� ����������) .y − x ≥ 0 ��� x ≤ y .���� 2.23���� 2.23���� 2.23
��� ��� �� ������� ,(0 ≥) 0 ≤ ��� �� (�����-���) �����-���� ���� ��� ����� ≤-� ������ �����

.'�2.21-� ≤ ������ ���� ���� '�2.21 .'�2.19 ����� ��� ������� 2.23 ��� .�����-��� ����� �����
.(�����) ����� x ��� (0 > x) 0 < x .� .��� 2.25��� 2.25��� 2.25

.x− y ≡ 0 ��� x ≡ y .�
.−x ≡ −y �� x ≡ y �� ����� ,������� ����� ������ ����� .�
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.x ≤ z �� y ≤ z -� x ≤ y �� .(≤ �����������) ���� 2.26���� 2.26���� 2.26
zR 6≤ x ,≤ �� ���������� ������ ��� ,����� ,x ≤ z �� ������ ����� .x, y, z �� ���������� �����
�� ���������� ������ ������ zR ≤ y ���������� ����� ���� x ≤ y -� ������ �� zR ≤ x �� .z 6≤ xL -�
���������� ������ ������ ,y ≤ xL ���������� ���� ��� �� y ≤ z -� ������ �� ,z ≤ xL �� .y ≤ z �����

.x ≤ y ����� ��
.x ≤ x -� ,x 6≤ xL ,xR 6≤ x ,x ��� .���� 2.27���� 2.27���� 2.27

.x �� ���������� ��� ������ ������ ����� .���������������
.x ≡ x .� .���� 2.28���� 2.28���� 2.28

.x− x ≡ 0 .�
.≤ �"� ����� ������ �� ��� ������� ������� ������ ��� ��� ������� �� ������� ��� .�

�� '� �� ������ ���� ������� ������� ����� .'�2.25 ��� ������ '�-� '�-� ,2.27-� ���� ���� '� .���������������
���� ���� ��� ��� ����� ���� ,x + (−x) ����� ������� ����� �� ������� �������� ����� �"� ������

.������� ���� ������ ����� ��� ����� �� −x-� x �������
.(2.16-� 2.23-� ����) .x + z ≤ y + z �� x ≤ y �� .� .���� 2.29���� 2.29���� 2.29

.(≤ ������������� '�� ����) .�����-��� x + y �� �� �������-��� x, y �� .�
.������� ����� ������ �� ������ ����� .�

���� �� ��� ,������� ����� ������ ������� ������� �� ������ �� ������� �� ������� ������ .�
������ ������� ��� ���� ��� ,����� ������ ������ ������� ������ �� ,0 ����� 0 �� ������ �� ,�����

.����� ����� ������� ����� ����� ,≤-�
.x + z < y + z ��� x < y .�

����� ���� ���� ������ ��� ����� �������� ���� �� �������� (���������) ������ �� ������ 2.30(���������) ������ �� ������ 2.30(���������) ������ �� ������ 2.30
���� �� ��������� ����� �"� ��� ��� ����� .����� �� ������� ���� ��� ������� ������ �� ���� �"�
.������ ����� ������� r-� ������� ����� ������� l �� ������� �� ������ ��� �� �� ����� ���� .����
���� ���� ��� ������ .������ ����� �� �� R-� ������� ����� �� �� ������� ���� ���� L ���� �����
�� ����� ����� �� l = r �� .��� ����� �� ��� ������ �� ���� ��� ����� ��� ����� ��� �� ��� �����
������ l − r �� ����� �� ������ ����� �� l > r �� .������ ������� ���� �������� ������ ������ �����
,����� ������ ���� ��� ,0 ��� �� ��� r = l ��� ,l− r ��� ����� �� ����� ���� ��� ���� ��� .����� ��

.������ |l − r| �� ����� R-� ��� ���� ��� ����� ��� ����� ��� l < r ���
��� ����� ��� �� ��� ��� ,������� R �� L �� ������ ���� ��� ���� ��� ��� ,�� �� ,��� ������
�� .��� ���� ����� ��� ���� ���� ������ ���� ��� �� ��� ������� ���� �� .L �� R �� ����� �� ����
��� ������ ����� ��� ,���� �� ���� ����� ��� ���� ���� ���� ��� ������ �� .��� ��� ���� ��
���� ��� ���� �� ���� ����� ������ ����� ,{0 | 0} ����� ��� ,���� ������ �� ���� ��� ,���� .��
���� ������ .���� �� ��� ��� ���� ���� ��� ����� �� ������ ������ ����� ���� ��� ���� .����
��� ������� ��� .����� xR-� ���� ����� �� ���� R ��� ����� xL-� ���� ����� �� ���� L �� ,x
����� ���� �� xL-� ��� ������� ���� ���� ����� ��� ������ ,���� ���� ������ ��� xR ��� xL ��

.xR ���� (R-� �� �����) L-� ��� ���� ��� xL-� 2.31-� ����� ,xR ��� ����� (R-� ���) L-� ���
��� ��� ���� ����� .��� ���� ��� ��� ,������ ����� ����� ��� ������� �� ��� ��� ������ ���
.���� L �� �� ����� R ���� �� ����� ��� ���� ���� .��� ���� ������� ����� �������� ����� ������
����� ��� ��� ���� .0 ≤ ����� ����� ����� ���� ��� ,����� �� R-� ��� ���� �� ����� ����� ���� ��
����� ����� ,���� ������ ���� ���� ���� ������� ����� ������ �� ������� ������� ��� �� ����� ��� 0
��� ����� ��� ��� ��� ���� ��� .����� ��� ���� �� ,���� ��� ���� ������� ���� ����� �� �� ��� ����

.����� ���� ���� �����
������ x ��� ���� ���� ��� �� x �� ���� ����� ��� ����� ��� ��� ��� −x �� ��� ��� x ���� ���
���� ��� ��� ���� ������ ��� �� ����� .���� ���� ��� ���� �� ������ ���� ,������ ������� ������
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�� ������ ����� ����� �� ������� ���� �� ,���� .������� ��� �� ������ ���� ��� ����� ��� ���
������ ����� ������� ���� �� ������ ���� �������� ������� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ������
��� ��� x− y �� �� ��� ���� �� y-� x ��� ���� ,x + y ��� −x �� ���� �� ������ ��� ������ .���� ���
���� y ��� ��� ,����� y − x ��� ��� ,����� y − x ��� x < y �� .y-� x �� ������ ���� ��� ����� ���

.y ���� ��� x ��� ��� ,����� ��� x ���
����� ������� ,��� ������� �� ���� ����� ����� ��� ���� ��� ��� ��� ����� ������ ������ ���
����� ������ ��� x �� ��� ��� ��� ���� ��� x ���� �� ������ ������ �� ��� .��� ������ �� ����� ���

.(����� �� ����� ���� ,������ ����� �� ������ ��� ���� ��) x �� ��� ���� ��� ���� ��� x ��
���� ������ ,�� ��� .xR-� xL ��� xL ≥ xR ���� �� ��� ������ ���� ��� ��� ������ ,���� ������ ���
������� .��� ����� �� ���� �������� ��� ����� �� ����� ��� ���� ������ �� ������ ����� �����

.������� ����� ����� ��� �� ,������ ������� ,������� ����� �� ������-�� ������ ���� ����
���� ��� ����� ������ ��� ������ �� ��� �������� �� �� ,������������ ������� ,������� ����������� ����������� ���� ��� x ���� .���������������

.��� ������ ������� ���� �� ����
.(x �� ����������) .x < xR -� xL < x ��� �������� ���� ���� x ����� .2.312.312.31

.y ≤ x �� x ≤ y ���� x, y ������� .� .���� 2.32���� 2.32���� 2.32
.������� �� ������� ������ �� ��� ��� ��� < .�

:���� x, y ������� .���� 2.33���� 2.33���� 2.33
.xL < y xL ���� x < yR yR ��� ��� x ≤ y .�

.xL < y < xR -� yL < x < yR ���� xL, xR, yL, yR ��� ��� x ≡ y .�
.x ≤ yL -� �� yL ����� �� xR ≤ y -� �� xR ���� ��� x < y .�

(?��� ����� ���� ��� �� ���� x < y ���)
.2.32-� '�2.21-� ���� .���������������
.���� ��� 0 .� .���� 2.34���� 2.34���� 2.34

.�� −x �� ���� x �� .�
.�� x + y �� ������ x, y �� .�

.������� �� ������� ������ ����� �� ����� �����-�� �� ������� �� ������� ������ .�
.2.22-� ����� ��� ,x �� ���������� .� .���������������

.2.29-� ����� ��� x, y �� ���������� .�
y ∈ B ���� x ∈ A ��� �� A ������� ����� �� (����) ����� ����� B ������ ������ ���� .���� 2.35���� 2.35���� 2.35
.����� �� (����) ����� ����� ��� ��� �� �� ��� (�������) ������ B -� A -� ���� .(y ≤ x) x ≤ y -� ��

.(2.27-�� '�2.21-� �����) .x ≤ y �� YR �� ���� ����� XR-� XL �� ����� ����� YL �� .�
.x ≡ y �� ��� ������� YR-� XR-� ��� ������ YL -� XL �� .�

.X = {l | r} �� r ����� ���� XR-�� l ����� ���� XL-� �� �� .�
.X = {| r} �� XR -� ����� ���� r-� XL = ∅ ��� ,X = {l |} �� XL -� ����� ���� l-� XR = ∅ �� .�

.y ≡ x �� ��� ������ ������� x �� ������� ����� �"� x ����� ����� y ���� �� .�
����� ,�������� ��� �� �� ,x, y, z ��� .����� ������� ��� ������� �� ���� ���� ����� ����� ����

.���� ������ ���� �� ��� ,'��� ������ �� ������ ����� ,�������� ��� �� �� ,X,Y, Z ,������
x ≤ y ,����� ����� .xR ≤ y �� yL ≥ x ���� ��� x < y :�� ���� ������ ��� ������� ���� ����� ��

.x < yR ���� xL < y ��� ���
���� ���� ������ ���) yR -� yL ��� yL 6≥ x 6≥ yR -� �� ���� x -� ���� y ���� .������� ���� 2.36������� ���� 2.36������� ���� 2.36

.x ≡ y �� ,��� ������ ���� ���� x �� ������ ��� ��� (yL < x < yR

�� ����� 0 �� ������� �� y �� ������� �������� ��� ������� �� y �� �������� �������� �� �� ,����
.y ≡ 0 ���� x-� �������

14



15 ������� ������ :'� ��� 2002 ������� 22

������ ,xR ≤ y -� �� xR ����� �� ,����� ������ ��� ,x ≤ yL -� �� yL ����� �� �� ,y 6≤ x ���� .���������������
���� ,������ yL ���� xR ≤ yL ����� �� x �� �������� �� ����� ���� ��� .������ ���� �� ��� ������
����� ������ ���� ������� yR ≤ xR ����� �� ,����� ����� ������ ,x < xR ≤ yL ,���� x-� ������ ,��

.2.27-� ������ yR ≤ y ����� xR ≤ y ��
.���� x 6≤ y �� ����� ������

����� ���) YL < x < YR ����� ,YR ⊇ XR ,YL ⊇ XL -� �� ���� ��� y-� ���� ��� x �� .� .����� 2.37����� 2.37����� 2.37
.y ≡ x �� ,( yR -� yL ��� yL 6≥ x 6≥ yR -� ���

.x ≡ z �� XL, ZL < x, z < XR, ZR -� �� ������ x, z �� .�
.��� ������ ��� ������ ������� ,������ ������� ������ ����� ������ ����� ��� ������� ����
X|Y �� ������ ������ X < Y �� .y ���� ���� x �� y ����� ���� x ����� ���� .������ ���� 2.38������ ���� 2.38������ ���� 2.38

.(������ ��� �� ,��� ��� ����� ���� ����) Y -� X ��� ����� ����� ���� ����� ����
�� ,��� ������ ��� ��� ������� ������� ���� ����� ����� ��� ��� ���� Y -� X ��� ���� x ��� .���������������
��� ,��� .x ���� ����� ��� �� ,��� ������ ��� ��� ����� ���� ��� ������ ��� ��� ������ ��� ��� ���� x

.x ≡ X|Y ,������� ����
�� x, z ∈ A -� x < y < z ��� �� ���� �� ������ ����� ����� ,������ �� ��� A ��� .����� 2.38.1����� 2.38.1����� 2.38.1

.y ∈ A

����� ��� {x < A : ρ(x) < α} | {x > A : ρ(x) < α} �� .A �� ����� ���� ���� �� ������ ���� α ��� .�
.A-� ������ �����-� ������ �����-� ������ ����� ���� �� ���� .A ����� ���� ����� ������ A-� ����� (������ ��� ��) �����

{x : x < A} | {x : x > A} -� ��� {x < A : ρ(x) < α} | {x > A : ρ(x) < α} ����� ������ ����� :����
������� ���� ������ β ��� ��� �� ���� ���� {x : x < A} | {x : x > A} -� ��� ���� ����� �������
������� ��� �� ��� ���� �� ���� A ������ ����� ������� A ������ ������ ������ ������ ��� β-�

.'�-� ���� {x : x < A} | {x : x > A} "����"� ����� .����� ����� {x : x > A} -�� {x : x < A} -�
.A-� ������ ����� ��� B | C �� B | C ∈ A -� C ⊆ {x : x > A} ,B ⊆ {x : x < A} �� .�

,XL �� ����� ���� YL ,YL < x < YR �� x �� ������������ y-� ���� .������ x, y ���� .� .������ 2.38.2������ 2.38.2������ 2.38.2
.XR �� ���� ���� YR-�

.��� ������� ������ ����� ���� ���� ��� �� ��� ������� ������� ���� x ����� ���� .�
.y ≡ x �� x ����� �� ���� y ���� �� .������ ���� 2.38.3������ ���� 2.38.3������ ���� 2.38.3

���� x �� ���� y-� ������ .z ≡ x ������ ���� ��� �� XR-� XL ��� ����� ���� ���� z ��� .���������������
YR-� YL ��� ����� ���� �� x �� ���� y-� ������ .YL < z < YR �� ���� z ≡ x -� ������� ,YL < x < YR

���� ���� ,��� ������ ��� ��� ����� ����� ����� �� ��� YR-� YL ��� ����� z ���� ,XR-� XL ��� �� ����
.y ≡ z ≡ x ���� ��� .z ≡ y ������

.x �� ���� y �� ��� ���� ��� x-� ������ x, y ������� �� .����� ������ ���� 2.38.4����� ������ ���� 2.38.4����� ������ ���� 2.38.4
���� ���� �� YR-� YL ��� ����� ����� ���� ���� ��� x .YL < x < YR ���� x ≡ y -� ������ .���������������

.��� x-� ������� ������ ,z ≡ y ≡ x ������ ���� ���� ,x ���� ����� YR-� YL ��� z ����� ���� ����
����� ,z ∈ XL ��� .���� ��� XR �� ���� ����� YR-� ������� ,XL �� ����� ����� YL �� ��� �����
.YL < z < YR ��� �� YL < z ��� ���� .z < x ≡ y < YR ���� ,z ∈ XL -� ������ .YL < z ���� ��� ������

.YR-� YL ��� ����� ���� ���� ��� x �� ������ ��� ������ ,z ∈ XL �� x-� ���� z

?��� x ������ ����� ��� �� ���� ����� ������ ���� ��� .����� 2.38.4����� 2.38.4����� 2.38.4
�"� �������� ������� ������ ������� ����� �� ∗ ����� ����� .������� ������� 2.39������� ������� 2.39������� ������� 2.39

.1∗ = {0 |} -� ,0∗ = {|} = 0 ,������ .α∗ = {β∗ : β < α |}
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.���� ��� α∗ α ��� .� .���� 2.40���� 2.40���� 2.40
.α∗ < β∗ ��� α < β �� .�

.(α + 1)∗ = α∗ + 1∗ α ��� .�
.(α + n)∗ = α∗ + n∗ n ���� ����� α ��� .�

.β∗ < α∗ − n∗ ���� n ���� ����� β < α ,α ����� ���� ��� .�
.−1∗ = {| 0} ������� ,−n∗ = {| −(n−1)∗} = {| −(n−1)∗,−(n−2)∗, . . . ,−1∗, 0∗} ���� ����� ���� n-� .�

.α∗ − 1∗ ��� β∗-� α∗ = {β∗ |} �� �� ����� ����� β-� ���� ���� α �� .�
.α∗ − n∗ = {β∗, β < α | α∗ − (n− 1)∗, α∗ − 1∗, α∗} ���� n ���� ����� α ����� ���� ��� .�

���� �� ���� �� ����� .1 = {0 |} ,���� .������ ��-α∗-� ����� α �� α∗ �� ��� ���� ���� ����� ����
.'� ���� ����� ��� ,����� ������ �� ������ �� ���� ���� ��� .������ ������ �� ������ ���

.ρ(x− 1), ρ(x + 1) ≤ ρ(x) + 1 ���� x ���� ��� .����� 2.41����� 2.41����� 2.41
.(2.33 ��� ,x �� ����������) .�� ���� �� ���� α ���� ���� x ���� ��� .� .���� 2.42���� 2.42���� 2.42

.(������� ����� '� ���) .x ≤ ���� ������ ����� ��� 〈XL, ∅〉 x ���� ��� .�
.(������� ����� '� ���) .A ����� ��� ����� ������ ����� ��� 〈A, ∅〉 A ������ ����� ��� .�

���� ������� .������ ������ ���� ����� �� ������� ����� �� ������� ������ 2.34 ��� .�������� �������������� �������������� ������
������ �� ��� .( x+y ≡ 0 -� �� y �� ����) x+y = 0 -� �� y ���� �� x 6= 0-� �� ������ ���� ����� ����
���� ,��� .���� ������� ��� ������� ����� �� ������� ������ �� ��� �������� ������ ������� ��
����� ������� �� ���� ������ ,���� ������� ������� ��� �� �� ������ ������ �� ���� ���� ,�����
0-� x �������� ����� ���� �� 0-� x �� ������� ������� ������ x = 0 �� ,���� ,������ ,�� .= ��������
���� .��� ������� ������ ��� ���� x ����� ,����� ,������ x ���� �� ������� �� ���� ���� .������
���� �� ��� �� ������ ����� .��� ������� ������ �� ���� ����� �������� ��� �� ����� �� ���� ����
���� �������� ��� ���������� ������� �� ������ ��� ���� .���������� ������� �� ������ ��� �� ��
��� 8 ��� 6

8 �� ������ ������ ��� ���� ��� ,68 = 3
4 ������ ��� ���� ,������ �� ������� ������� ���

.������ �� ���� ���� �� ������ ���� ���� ������ ����� �� ������ ���� .���� ���� ��������
.��� ����� �� ����� ����� �������� ������ ����� ���

Z ������ ����� �� h ���� ����������� ���� �� ,a ∈ G -� ������� ����� G ��� .������ ������ ����� 2.44������ ������ ����� 2.44������ ������ ����� 2.44
.����� ��� h �� ,����� ����� G ���� ���� ������ ��� ,����� ���� G-� a 6= 0 �� .h(1) = a ������ G ����

.��� ����� �� h �� a > 0 -� ����� ����� G ��
�� 2.44 ��� ����� ������� ������ ������ ����� �� ������ h ��� .������� ������ ������ ����� 2.45������� ������ ������ ����� 2.45������� ������ ������ ����� 2.45

.h(n) = n∗ ���� n ��� ���� �� .h(1) = 1∗

.��� n ��� h(n) ����� n∗ ����� ������ ��� ��� ������
'�2.40-� ���������� ���� ��� .h(0) = 0 = 0∗ ���� ����������� h-� ������ .n �� ���������� ��� ����� .���������������

.h(n + 1) = h(n) + h(1) = n∗ + 1∗ = (n + 1)∗ ����
a ∈ A ��� .����� ����� A-� ����� �� ���� ��� ,����� ���� ����� A ��� .������� ����� ���� ��� 2.46������� ����� ���� ��� 2.46������� ����� ���� ��� 2.46
������ ��� . 1ka -� ���� ������ ���� ,���� �� b �� kb = a-� �� b ∈ A ���� �� .����� ���� ���� k ����

. 1k (ma) -� ���� �� ����� ,m( 1
ka) ����� �� m

k a -�
.12 ����� ��� {0 | 1} ����� .12 ����� 2.471

2 ����� 2.471
2 ����� 2.47

������ ������ �"� ,a+a = 1 -� ����� ,12 ���� ������ ���� .���� ���� ����� ,a �� ����� ���� .���������������
.�������� ������ ��� ������ ���� �� �� �� ,������� ����� ����� �"� ��� ����� ��� .����� a + a− 1

{a | 1 + a} ���� ��� �� ������� ���� �� ����� .a + a = {a + 0 | a + 1} = {a | 1 + a} ������ ����� ���
a ��� ����� 0 ���� 1 �� ������ ������� ���� ,a < 1 < 1 + a ���� 0 < a < 1 2.31 ��� .1 ����� ���

.{a | 1 + a} = 1 ���� ,1 + a -�
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.x = {x− 1
2n | x + 1

2n } �"� ����� ������� ���� ��� 2n ���� �� x ������ ��� �� .���� 2.48���� 2.48���� 2.48
.x ≡ {x−1 | x+1} �� ,������� ����� ������ ,����� ��� ��� ���� ��� x n = 0-� .n �� ���������� .���������������
2z = 2x -� �� z ������� ���� ����� ������ ,������� ���� ,���������� ���� ��� ,��� 2x ����� n > 0 -�
�������� ������ �� x+ 1

2n -� x− 1
2n ��� 2n ���� �� ������ ��� ��� x-� ������ .x ������� ���� ���� �� z-�

��� .�������� ����� �� ��� ������ ,���������� ���� ��� ,���� 2n−1 �� ����� ���� ��

z =
{

x− 1
2n

∣∣∣ x +
1
2n

}

���

2z =
{

z +
(

x− 1
2n

) ∣∣∣ z +
(

x +
1
2n

)}

2.31 ���
x− 1

2n
< z < x +

1
2n

���� ����

2x− 1
2n−1

< z +
(

x− 1
2n

)
< z +

(
x +

1
2n

)
< 2x +

1
2n−1

(1)

-�� �� ���� (1)-� ����� �������-�� ���� ���� 1
2n+1 ������ (1)-� ������ ��������-�� ���� ���� 1

2n+1 �����
����������

x + z − 1
2n

< 2x < x + z +
1
2n

(2)

���������� ���� ��� .2z �� �������� ��� ��� 2x (2) ���

2x ≡
{

2x− 1
2n−1

∣∣∣ 2x +
1

2n−1

}
(3)

���� ��� z ���� ,2x = 2z ,������� ���� ��� ,���� 2z �� �������� ��� ���� (3)-� 2x �� �������� (1) ����
.x �� ���� ����� ���� �������

.2m+1
2n+1 =

{
m
2n | m+1

2n

}
���� n ���� ����� m ��� ��� .����� 2.49����� 2.49����� 2.49
.���� ���� ���� ����� ���� �� .� .����� 2.50����� 2.50����� 2.50

.������ �� ���� ���� �� ���� ���� ��� ��� .�
.������� ������ �� ������� ����� ������� ������� �� .�

�������� ��� ����� ,������ ����� n-� �� , m
2n ����� ������ x ����� .������ ��� �� ���������� :���

.x �� �������� ��������
.α− (n + 1) = α | {α− n} ���� n ���� ����� α ����� ���� ��� .� .����� 2.51����� 2.51����� 2.51

.[ n = 0 ����� ����� ��� ]
.z = ω

2 -� ���� ��� z �� .z = {0, 1, 2, . . . | . . . , ω − 2, ω − 1, ω} ��� .�
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