
 גבולות חשובים

( )
1

0 0

0
0

sin 1
lim 1 , lim 1 , lim 1

sin( )
lim 1

x

x

x x x

x
y

x
e x e

x x

x y

x y

→ →∞ →

→
→

 
= + = + = 

 
+

=
+

  משתנים2מציאת גבולות עבור 

lim ( , ) ?
x a
y b

f x y
→
→

= 

. ואז ההיפך, lim- לתוך הy ואז xי הכנסת "מוצאים גבול ע
אם אין . אם יש שוויון אז יש גבול והוא מה שקיבלנו

 .אז אין גבול, שוויון

( ) ( )?

lim lim ( , ) lim lim ( , )
x a y b y b x a

f x y f x y
→ → → →

= 

 ותבדיקת רציפ

)פונקציה , )f x yרציפה בנקודה
0 0( , )M x yאם: 

יש ערך עבור(מוגדרת בנקודה זו ) 1
0 0( , )f x y( 

 .בנקודה' קיים גבול והגבול שווה לערך הפונ) 2

 כלל השרשרת: מורכבת' ה של פונגזיר

( , ) , ( , ) , ( , )

( ( , ), ( , )) ( , )

z f u v u x y v x y

z f x y x y F x y

z f u f v

x u x v x

z f u f v

y u y v y

ϕ ψ
ϕ ψ

= = =

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 u,vצריך להציב . u,v וגם x,y שיש בו גם נקבל ביטוי

)לפי , ) , ( , )u x y v x yϕ ψ= =. 

 מצב אפשרי

( , , , ) ( , )

( , ) , ( , ), ( , ) , ( , )

w f z u v s F x y

z z x y u u x y v v x y s s x y

w w z w u w v w s

x z x u x v x s x

w w z w u w v w s

y z y u y v y s y

= =

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 מצב נוסף

( , , , ) ( )

( ), ( ), ( )

1

z f x y u v F x

y y x u u x v v x

z z z y z u z v

x x y x u x v x

= =

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 נגזרת של פונקציה סתומה

):צורה סתומה , ) 0F x y = 

0:דוגמא
y x

e e xy− + = 

F

dy x
Fdx

y

∂
∂= −
∂
∂

 

 נגזרות חלקיות מסדרים גבוהים יותר

2
''

2

2

''

2

' '

2

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

xx

yx

yy

z f x y

z f x y

x x

f f x y
f

x x x

f f x y
f

y x x y

f f x y
f

y y y

=

∂ ∂
=

∂ ∂
∂ ∂ ∂ 

= = 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
= =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
= =  ∂ ∂ ∂ 

 

': משפט ' ' '

yx xy
f f= 

 נגזרת מכוונת
 .s בכיוון וקטור u' רוצים לגזור את פונ

| |

du s
gradu

ds s
= ⋅ 

|: הערה |s זה אורך הוקטור s. 

 ומכפילים u של gradient ווקטור מחשבים את, כלומר
 .י האורך שלו" מנורמל עsסקלרית עם הווקטור 

 נגזרת בכיוון הגרדיאנט

| |
du

s gradu gradu
ds

= ⇒ = 

 .נגזרת מקבלת ערך מקסימלי בכיוון הגרדיאנט

 משמעות ובניית גרדיאנט
וקטור הגרדיאנט מאונך למישור המשיקים למשטח בנקודה 

 .מסויימת

, ,
F F F

gradF F
x y z

 ∂ ∂ ∂
=∇ =   ∂ ∂ ∂ 

 

 נוסחאות שימושיות

2: שטח פנים של כדור
4 Rπ 

34: נפח כדור

3
Rπ 

 
 
 

0משוואת ישר משיק לעקום בנקודה 0( , )x y 

'

0 0 0( ) ( ) ( )y f x x x f x= ⋅ − + 

משוואת מישור משיק למשטח בנקודה
0 0 0( , , )x y z 

):כשהמשטח נתון בצורה סתומה , , ) 0F x y z = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( , , ) ( )

( , , ) ( )

( , , ) ( ) 0

F
x y z x x

x

F
x y z y y

y

F
x y z z z

z

∂
⋅ −

∂
∂

+ ⋅ −
∂

∂
+ ⋅ − =

∂

 

):כשהמשטח נתון בצורה מפורשת , )z f x y= 

0 0 0 0 0

0 0 0

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( )

f
z f x y x y x x

x

f
x y y y

y

∂
= + ⋅ −

∂
∂

+ ⋅ −
∂

 

0משוואת ישר ניצב למשטח בנקודה 0 0( , , )x y z 

ועובר רוצים משוואת ישר המאונך למישור 

0בנקודה 0 0( , , )x y z. 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )

x x y y z z

F F F
x y z x y z x y z

x y z

− − −
= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

חיתוך שני מישורים נותן . כל זוג שוויונות מגדיר מישור
 .את הישר

 משוואת ישר משיק לעקום הנתון בצורה פרמטרית

( ), ( ) , ( )x t y t z tϕ ψ χ= = = 

0כלומר, 0tנקודה 0 0( ), ( ) , ( )x t y t z tϕ ψ χ= = = 

 :0tמשוואת הישר המשיק לעקום בנקודה

0 0 0

' ' '

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t y t z t

t t t

ϕ ψ χ
ϕ ψ χ
− − −

= = 

 משוואת מישור נורמל לעקום הנתון בצורה פרמטרית
קוים ישרים המאונכים למשיק (יש אינסוף נורמלים לעקום 

 .כל הנורמלים האלה נמצאים על מישור). בנקודת ההשקה
' '

0 0 0 0

'

0 0

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) 0

x t t y t t

z t t

ϕ ϕ ψ ψ

χ χ

− ⋅ + − ⋅

+ − ⋅ =
 

  משטחים2י חיתוך "משוואת ישר משיק לעקום המוגדר ע
 :י חיתוך"העקום מוגדר ע

1 2( , , ) 0 , ( , , ) 0x y z x y zΦ = Φ = 

0משוואת הישר המשיק לעקום בנקודה 0 0( , , )x y z: 

0 0 0

1 2 3

x x y y z z− − −
= =

∆ ∆ ∆
 

 2י חיתוך "משוואת המישור הנורמל לעקום המוגדר ע
 משטחים

1 0 2 0 3 0( ) ( ) ( ) 0x x y y z z∆ − + ∆ − + ∆ − = 

  למשוואות הקודמות∆הגדרת 

1 1 1 1

1 2

2 2 2 2

1 1

3

2 2

,
y z z x

y z z x

x y

x y

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ
∂ ∂ ∂ ∂∆ = ∆ =
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

∂ ∂ ∂ ∂

∂Φ ∂Φ

∂ ∂
∆ =

∂Φ ∂Φ

∂ ∂

 

 דיפרנציאל

2 2 2

2 2 2

2 2

3 3

3 3 2

3 2

3 3
2 3

2 3

( ) 2 ( )

( ) 3 ( )

3 ( ) ( )

f f
dz dx dy

x y

f f f
d z dx dxdy dy

x x y y

f f
d z dx dx dy

x x y

f f
dx dy dy

x y y

∂ ∂
= +

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

 

 מעברי דיפרנציאלים

' '

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

[ ( )] [ ( )]x t

v x u t

d v x d u t

v x dx u t dt

= ⇒

= ⇒

=

 

 נקודות קיצון
הנגזרות אזי כל , אם נקודה היא נקודת קיצון: משפט

 .ותהחלקיות בנקודה שוות אפס או לא קיימ
 מציאת נקודות קיצון ללא אילוצים

י השוואת נגזרות חלקיות "מוצאים נקודות חשודות ע) 1
 לאפס

2נחשב את) 2
AC B− ,

':כאשר ' ' ' ' ', ,xx yy xyA f B f C f= = = 

2-נציב ב) 3
AB C− את הנקודות החשודות ונבדוק את

 :הסימן מול התנאים הבאים

2

2

2

2

0 0 min

0 0 max

0

0

AB C A

AB C A

AB C saddle

AB C unknown

− > ∧ > ⇒

− > ∧ < ⇒

− < ⇒

− = ⇒

 

 אילוץ+ נקודות קיצון בפונקציה עם שני משתנים 

)נתונה פונקציה , )f x yואילוץ( , ) 0x yϕ = 

 :1דרך 
אם ניתן לבודד בקלות את אחד המשתנים מהאילוץ אז 

אז נפתור . נבודד אותו ונציב אותו בפונקצית המטרה
 .ילה ללא אילוציםכבעיית קיצון רג

 :2דרך 
 .'משתמשים בכפלי לגרנז

( , ) ( , )F f x y x yλ ϕ= + ⋅ 

 :מוצאים נקודות חשודות המקיימות

0 , 0 , ( , ) 0
F F

x y
x y

ϕ
∂ ∂

= = =
∂ ∂

 

 :מוצאים דיפרנציאל שני ומנסים לקבוע לו סימן
2 2 2

2 2 2

2 2
( ) 2 ( )

F F F
d F dx dy

x x y y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

2אם
0d F  אזי מינימום<

2אם
0d F  אזי מקסימום>

2אם
0d F  אזי נדרשת חקירה נוספת=

2אם
d Fמשנה סימן אזי לא נקודת קיצון ,

2למשל 17d F dxdy= 

 :אפשרות נוספת לבחון אם זה נקודת קיצון
' '

0 0

' ' ' ' '

0 0 0

' ' ' ' '

0 0 0

0 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x y

x xx xy

y xy yy

p p

p F p F p

p F p F p

ϕ ϕ
ϕ
ϕ

∆ = − 

∆0אם  אזי מינימום<

∆0אם  אזי מקסימום>

 אילוץ+  משתנים 3-נקודות קיצון לפונקציה ב

)נתונה פונקציה , , )f x y zואילוץ( , , ) 0x y zϕ = 

 :1דרך 
מבודדים את אחד המשתנים באילוץ ומציבים אותו 

 2מו בעיה רגילה של אז פותרים כ. בפונקצית המטרה
 .משתנים ללא אילוץ

 :2דרך 
 .'משתמשים בכפלי לגרנז

( , , ) ( , , )F f x y z x y zλ ϕ= + ⋅ 

 :מוצאים נקודות חשודות המקיימות

0 , 0 , 0 , ( , , ) 0
F F F

x y z
x y z

ϕ
∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂

 

 :מוצאים דיפרנציאל שני ומנסים לקבוע לו סימן
2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

2 2 2

F F F
d F dx dy dz

x y z

F F F
dxdy dxdz dydz

dxdy dxdz dydz

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + +

 

חשודה בדיפרנציאל אם יש צורך אז מציבים את הנקודה ה
 .השני ואז מסתכלים על הסימן עבור נקודה זו

אם עדיין לא ברור הסימן אז ניתן להשתמש בתנאי האילוץ 
 :באופן הבא על מנת לסלק את אחד הדיפרנציאלים

( , , ) 0 ( , , ) 0

0

x y z d x y z

dx dy dz
x y z

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

= ⇒ = ⇒

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂

 

 .מהמשוואה האחרונה ניתן לבודד את אחד הדיפרנציאלים
 :מצב נוסף

ב הבא בו קשה לקבוע את סימן לעיתים מגיעים למצ
 :הדיפרנציאל

2 2 2
( 32)( ) 2 ( 16) ( 32)( )d F dx dxdy dy

A C B
↑ ↑ ↑

= − + ⋅ − + −
 

2אז נבדוק בשיטה של 
AC B− 

 מציאת נקודות קיצון בתחום סגור
מוצאים נקודות קיצון מקומיות בדרך הרגילה מבלי ) 1

אז בודקים אם הן עונות על תנאי . להתחשב באילוץ
 .האילוץ

 .'ודות על שפת האילוץ בעזרת לגרנזמוצאים נק) 2
, מוצאים נקודות על הישרים התוחמים את התחום) 3

0xלדוגמה נציב כדי למצוא נקודות על קצה התחום =

0xי הישר"החסום ע =. 

בודקים נקודות בפינות המחברות בין ישרים תוחמים ) 4
 .ובין האילוץ

 רציה בחלקיםאינטג

' '
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b
b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ 

 אינטגרל כפול

( , )
D

f x y dxdy∫∫ 

חישוב הנפח הכלוא בין גרף הפונקציה : משמעות

( , )f x yלבין מישור ה-,x y בתחוםD. 

 Dחישוב שטח התחום 

D

dxdy∫∫ 

  קליפות2חישוב נפח גוף הכלוא בין 

1Φ-קליפה תחתונה  

2Φ-קליפה עליונה  

D- הטלת הגוף על מישור x,y 

2 1( , ) ( , )
D

V x y x y dxdy= Φ − Φ∫∫ 

 חישוב אינטגרל כפול

 

2

1

( )

( )

( , )

y xx b

x a y x

f x y dy dx

ϕ

ϕ

==

= =

 
 
  

∫ ∫ 

 

2

1

( )

( )

( , )

x xy d

y c x x

f x y dx dy

ψ

ψ

==

= =

 
 
  

∫ ∫ 

 החלפת משתנים

( , ) ( ( , ), ( , )) | |
D R

f x y dxdy f x u v y u v J dudv= ⋅ ⋅∫∫ ∫∫ 

 תכונות היעקוביאן

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) 1

( , )( , )

( , )

x f u v y g u v u x y v x y

D x y D x y D u v

D r s D u v D r s

D x y

D u vD u v

D x y

ϕ ψ= = = =

= ⋅

=

 
 חישוב היעקוביאן

( , )

( , )

1 ( , )

( , )

x x

D x y u v
J

y yD u v

u v

u u

x yD u v

v vJ D x y

x y

∂ ∂

∂ ∂= =
∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂ ∂

 

 קורדינטות קוטביות

cos , sin ,x r y r J rϕ ϕ= = = 

 כשיש תחום עם סימטריה מעגלית או כשבפונקציה טוב) 1

2יש ביטוי מהצורה 2
x y+. 

r, כדי להבין איך)2 ϕ משתנים פשוט מציבים אתx,yי " ע

,r ϕ במשוואות שמגדירות את D. 

: מעבר לאליפסה) 3

2 2

2x y
R

a b

   
+ =   

   
 

cos , sin ,x a r y b r J ab rϕ ϕ= ⋅ = ⋅ = ⋅ 

 מעגל פשוט: דוגמא

2 2 1

0 2
0 1

( , )

( cos , sin )

x y

r

f x y dxdy

f r r r drd
ϕ π

ϕ ϕ ϕ

+ ≤

≤ ≤
≤ ≤

= ⋅ ⋅

∫∫

∫∫
 

 דוגמאות החלפת משתנים

 

 



 אינטגרל משולש

 

2 2 2

1 1 1

( , , )

( , , )

D

x h y z f

x h y z f

f x y z dxdydz

f x y z dz dy dx

ϕ

ϕ

= = =

= = =

  
  =
    

∫∫∫

∫ ∫ ∫
 

 Dנפח הגוף 

D

dxdydz∫∫∫ 

 החלפת משתנים
, , , ,

( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , ) | |

D

R

x y z u v w

x u v w y u v w z u v w

f x y z dxdydz

f u v w u v w u v w J

dudvdw

x x x

u v w

y y y
J

u v w

z z z

u v w

ϕ ψ χ

ϕ ψ χ

→

= = =

= ⋅  

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∫∫∫

∫∫∫

 

  גליליותקורדינטות

cos , sin , ,

0 , 0 2

( , , )
D R

x y z z J

r

f x y z dxdydz f d d dz

ρ ϕ ρ ϕ ρ
ϕ π

ρ ρ ϕ

= = = =

> ≤ ≤

= ⋅ ⋅  ∫∫∫ ∫∫∫
 

 
 קורדינטות כדוריות

2

sin cos , sin sin , cos

sin

0 , 0 , 0 2

x r y r z r

J r

r

θ ϕ θ ϕ θ

θ
θ π ϕ π

= = =

=

≥ ≤ ≤ ≤ ≤

 

 
 דוגמאות להחלפות משתנים

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Iאינטגרל קווי מסוג 

 

( , ) ( , )
L L

F d s P x y dx Q x y dy
→ →

⋅ = +∫ ∫ 

 .עבודה שעושה חלקיק הנע לאורך מסלול עקום: משמעות
 Iחישוב אינטגרל קווי מסוג 

 :צריך להעביר להצגה פרמטרית ואז

( ) , ( ) ,

( ), ( ) ( ), ( )

N

M

t

t

x t y t t

Pdx Qdy

P t t dt Q t t
t t

β

α

ϕ ψ α β

ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ

=

=

= = ≤ ≤

+

∂ ∂
= +      ∂ ∂

∫

∫

 

: לדוגמא,  הוא וקטורF :הערה

2 2 2 2
( , ) (6 ,10 ) 6 10F P Q x y xy x y i xy j

→ → →

= = = ⋅ + ⋅ 

  במרחב תלת מימדיIאינטגרל קווי מסוג 

( , , ) , ( , , )

L L

F P Q R d s dx dy dz

F d s Pdx Qdy Rdz

→ →

→ →

= =

= + +∫ ∫
 

-אם נתון לנו שהמסלול הוא קו ישר שעובר ב: הערה

אזי ניתן לומר (3,2,1)-וגם עובר ב(0,0,0)

)שהווקטור , , )x y zולכן הישר מוגדר (3,2,1)-מקביל ל

:י"ע
0 0 0

3 0 2 0 1 0

x y z− − −
= =

− − −
 

3:בצורה פרמטרית , 2 ,x t y t z t= = = 

 חישוב שטח בעזרת אינטגרל קווי

( )
L

S xdy ydx= −∫� 

 . הוא עקום סגור המקיף את השטחLכאשר 

 נוסחת גרין
L הוא השפה של תחום D. 

L D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

 ∂ ∂
+ = −  ∂ ∂ 

∫ ∫∫� 

 שדה משמר

אם
Q P

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 .אזי השדה משמר

 .כל אינטגרל קווי סגור שווה אפס, עבור שדה משמר
 .F פוטנציאל של שדה U- כך שUקיימת , בנוסף

( , ) ,
U U

F P Q gradU
x y

→  ∂ ∂
= = =  ∂ ∂ 

 

 :Uמציאת 

0 0

0 0

0

0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

y x

y x

yx

x y

U x y Q x y dy P x y dx C

U x y P x y dx Q x y dy C

= + +

= + +

∫ ∫

∫ ∫
 

0חשוב לבחור 0( , )x y שלא יגרמו להתבדרות או אי

 .רציפות
N

N

M
M

F d s U
→ →

=∫ 

 עובר בנקודת אי רציפות לאצריך לוודא שהמסלול : הערה
 .כאשר משתמשים בתכונת השדה המשמר

 IIאינטגרל קווי מסוג 

). מאסה של חוט: משמעות , )x yρפונקצית הצפיפות. 

 :)דו מימד (צורה פרמטרית

( )
2 2

( ) , ( )

( , )

( ), ( )

L

t

t

x t y t

x y ds

t t dt
t t

β

α

ϕ ψ

ρ

ϕ ψ
ρ ϕ ψ

=

=

= =

∂ ∂   
= ⋅ +   

∂ ∂   

∫

∫

 

 :)תלת מימד (צורה פרמטרית

( )

2 2 2

( ) , ( ) , ( )

( , , )

( ), ( ), ( )

L

t

t

x t y t z t

x y z ds

t t t

dt
t t t

β

α

ϕ ψ χ

ρ

ρ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ

=

=

= = =

= ⋅

∂ ∂ ∂     
+ +     

∂ ∂ ∂     

∫

∫ 

 :צורה מפורשת

( )
2

( )

( , ) , ( ) 1

N b

M a

y y x

y
x y ds x y x dx

x
ρ ρ

=

∂ 
= ⋅ +  

∂ 
∫ ∫

 

 דוגמא לפרמטריזציה

2:המסלול הוא 2x y ax+ = 

 . שיקיים את התנאיrנבצע החלפה לקוטביות ונמצא 

2 2

2 2 2 2

2

( )cos , ( )sin

( )cos ( )sin ( )cos

( ) ( )cos

( ) cos

x r t t y r t t

x y ax

r t t r t t a r t t

r t a r t t

r t a t

= =

+ = ⇒

+ = ⋅ ⇒

= ⋅ ⇒

=

 

 :ולכן הפרמטריזציה היא

 
2cos

cos sin

x a t

y a t t

=

= ⋅
 

 Iאינטגרל משטחי מסוג 

Fשטף השדה: משמעות
→

 .σדרך המשטח

( , , ) , (cos ,cos ,cos )

S

F n d F n ds Pdydz Qdzdx Rdxdy

F P Q R n

σ

σ

α β γ

→ → → →

→ →

= = + +

= =

∫∫ ∫∫ ∫∫

 חישוב ישיר

cos cos cos

yz xz xyD D D

F n d

P d Q d R d

Pdydz Qdxdz Rdxdy

σ

σ σ σ

σ

α σ β σ γ σ

⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ± ± ±

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

��� �

>אם הזווית 
2

π
<אם הזווית , "-"בוחרים 

2

π
בוחרים 

."+" 
 II לסוג Iטגרל מסוג הפיכת האינ

יש מספר נוסחאות בהתאם למישור עליו מטילים את 
 .המשטח

σ-משטח  

f-הצגה סתומה של המשטח  

f∇-גרדיאנט למשטח  

??D-הטלת המשטח על אחד המישורים  

xy

xz

yz

D

D

D

f
F n d F dxdy

f k

f
F n d F dxdz

f j

f
F n d F dydz

f i

σ

σ

σ

σ

σ

σ

∇
⋅ ⋅ = ⋅ ±

∇ ⋅

∇
⋅ ⋅ = ⋅ ±

∇ ⋅

∇
⋅ ⋅ = ⋅ ±

∇ ⋅

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

��� � ���

�

��� � ���

�

��� � ���

�

 

 .במכנה יש מכפלה סקלרית בערך מוחלט: הערה

אם הנורמל .  נקבע לפי כיוון הנורמל למשטח± :חשוב
אחרת , +אז יהיה ) z-למעלה ב(הוא כלפי התקדמות הציר 

 . צריך לשים לב אם מדובר בנורמל חיצוני או פנימי.-יהיה 

 IIמסוג אינטגרל משטחי 
אם אין פונקציה אז . חישוב המאסה של המשטח: משמעות

 .זה חישוב שטח הפנים של המשטח
 חישוב האינטגרל

  לבודד את אחד המשתנים כפונקציה של השנייםצריך

)לדוגמא, האחרים , )z f x y=. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
' '

2 2
' '

2 2
' '

( , , )

, , ( , ) 1

( , , )

, ( , ), 1

( , , )

( , ), , 1

xy

xz

x y

x z

y z

D

D

Dyz

g x y z d

g x y f x y z z dxdy

g x y z d

g x f x z z y y dxdz

g x y z d

g f y z y z x x dydz

σ

σ

σ

σ

σ

σ

= ⋅ + +

= ⋅ + +

= ⋅ + +

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

 

 חישוב שטח

 .g(...)אתמשתמשים בנוסחאות מעל ומשמיטים 

 איחוד משטחים
: שהוא איחוד של שני משטחיםσאם מקבלים

1 2σ σ σ=  : אזי∪

1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )g x y z d g x y z d g x y z d
σ σ σ

σ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫
 

 נוסחת סטוקס
Lמסלול סגור במרחב תלת מימדי . 

L

F d s curl F n d

i j k

curl F
x y z

P Q R

σ

σ⋅ = ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

∫ ∫∫
��� � ��� �

� � �

���
 

curl מחשבים את:שימוש F
���

מתייחסים . ומקבלים וקטור

Fלווקטור זה כאילו היה
���

במשוואות האינטגרל המשטחי 

 .ופותרים כרגיל, Iמסוג 
,  לפעמים גם כשהמסלול לא סגור כדאי לסגור אותו:חשוב

 !להשתמש בסטוקס ולחסר את הקטע שהוספנו

 שדות משמרים

0curlאם F =
���

 :כלומר, 

, ,
P Q Q R R P

y x z y x z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Fאזי
���

 .נקרא שדה משמר

,: כך שUקיימת  ,
U U U

P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 

): כלומר , , )F P Q R gradU= =
���

 

 Uמציאת 

� � � �

0 0

0

0 0 0( , , ) ( , , )

( , , )

yx

x y

z

z

P x y z d x Q x y z d y

R x y z d z C

+

+ +

∫ ∫

∫ � �

 

 שימוש
N

N

M
M

Pdx Qdy Rdz U+ + =∫ 

 נוסחת גאוס
 . אל אינטגרל משולשIבר בין אינטגרל משטחי מסוג מע

 .יהיה משטח סגורσ-צריך ש

F n d div F d

P Q R
div F

x y z

σ

σ
Ω

⋅ ⋅ = ⋅ Ω

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

∫∫ ∫∫∫
��� � ���

���
 

להשתמש בגאוס , אם רוצים ניתן לסגור את המשטח: הערה
 .ולהוריד את התוספת

 מעבר שימושי

2 2
arctan

y y
dx

x y x

 
= −  

+  
∫ 

 נגזרות
'

1

' ' '
' ' '

2

' '

' '

' ' '

' '

,

1 1
ln , log log

, ln

( ) ( )

sin cos , cos sin

n n

x x x x

x u x

x n x

u u v v u
u v u v v u

v v

x x e
x x

e e a a a

f x f u u

x x x x

−  = ⋅ 

⋅ − ⋅ 
⋅ = ⋅ + ⋅ =    

 

= =      

   = = ⋅   

= ⋅

= = −      

 

 לוגריתמים

ln1 0 , ln(0)

log log

log log log

log ln , log 1

ln
log

ln

C

a a

a a a

e a

a

C A A

A
A B

B

x x a

b
b

a

= = −∞

=

− =

= =

=

 

 טריגונומטריה

2 2

2 2

2

1 cos sin
tan , cot , tan

cot sin cos

sin cos 1

1 cos2 1 cos2
cos , sin

2 2

1 cos2
tan

1 cos2

1
cos sin sin( ) sin( )

2

α α
α α α

α α α
α α

α α
α α

α
α

α

α β α β α β

= = =

+ =

+ −
= =

−
=

+

⋅ = + − −  

 

 אינטגרלים שימושיים

2

2

1 1
sin cos sin

2 2

1 1
cos sin cos

2 2

xdx x x x

xdx x x x

= − ⋅ +

= ⋅ +

∫

∫
 

 

 

 

 

 


